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Streszczenie. Sformulowano uproszczone réwnania ruchu prostoliniowego wlewka ciag-
lego odlewania. Okreslono stateczno$¢ rozwiazan tego réwnania, uzalezniajac ja od pred-
kosci odlewania oraz intensywnos$ci wymiany ciepta w strefie pierwotnego i wtérnego
chtodzenia.

1. Uproszczone réwnania ruchu

Rozwazamy ruch wlewka ciaglego odlewania wymuszony ruchem oscylujacym
krystalizatora. Krystalizator ma zadany ruch harmoniczny 6 = &sin(or). Oddziatu-
je on na wlewek okreslonym obcigzeniem podluznym s(x, f), przypadajacym na
jednostke dtugosci. Obciazenie to jest rezultatem sumarycznych oddzialywan nor-
malnych krzepnacej warstwy wlewka na krystalizator oraz warunkow tarcia po-
miedzy wlewkiem i krystalizatorem [1, 2]. Sita wyciagania wlewka jest realizowa-
na na rolkach ciggnacych. Rolki sa dociskane do wlewka silg normalng i poprzez
wspotczynnik tarcia tocznego realizujg okreslona site wyciagania. Predkos¢ katowa
rolek jest dobierana tak, aby uzyska¢ okreslong predkos¢ wyciagania wlewka wy
(predkos¢ odlewania). Przy stalej predkosci katowej rolek w przypadku gdy nie
wystepuje poslizg, mamy do czynienia ze stala predkoscia odlewania. W celu usta-
lenia rownan drgan wlewka rozwazymy jego infinitezymalny element ograniczony
przekrojami x i x + dx, jak na rysunku 1. Réwnanie ruchu rozwazanego elementu

ma postac
dmp =—N(x,1) + N(x,1) + % dx + s(x, 1)dx (1)
X
przy czym:
dm=\p'A" + p*4* )dx - masa elementu wlewka,
d*u  d%u ou , 0%u . .
p= P(X, t ) = = - przyspieszenie,

— =+ 2wy — W) —
di* o’ Caox " o
N(x, t) - sita podluzna,
P, p' - odpowiednio gestos¢ fazy cieklej i stalej wlewka,

A", 4° - odpowiednio pole przekroju czesci cieklej i statej wlewka.
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Rys. 1. Element wlewka wraz z obcigzeniami

Przyjmujac mase elementu wlewka w zadanej postaci, zaktadamy, ze prze-
mieszczenia czesci ciektej i stalej sg jednakowe. Ponadto zaktadamy, ze catkowite
obcigzenie wlewka przenosi wylacznie czes¢ zakrzepta wlewka. Przyjmujemy, ze
jest ona cialem lepkosprezystym o liniowej charakterystyce sprezystej i lepkiej,
okreslonej odpowiednio modulem sprezystosci podiuznej E' i wspolezynnikiem
lepkosci dynamicznej ', Site podtuzng wlewka okreslamy zaleznoscia

a

2
Nen= [o,ydy )

g—nm

gdzie o, = E*(T(x,y))(g, — &)+ 1 (T(x,1))é,.
Podstawiajac odpowiednio zaleznosci na przyspieszenie i site podtuzna do réw-
nania (1), otrzymujemy rownanie ruchu dla drgan wymuszonych:

¢ s ou ou o%u ou
(p A"+ plAl )y = Dl (X)% + D2 (.Xf)ax—2 + D3 (X)a +
N . 3)
+D, (x)ax—zuat + Dy (x)gz + s(x,t)

gdzie wspotczynniki D,(x) sa nastepujacej postaci:
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a

Di(x)= j L iy —2{p 4 + ' Ay

. Ox
5*’7()‘)
5 s 5 ﬁ,u‘ S 48 1 41 2
Dy(x)= [E'ydv+w, | . vy —(p" 4° + p' 4' o]
%—n(x) g—nm
D)= [ ——yd. D)= [u'ydy, Ds()=w, [u'yay
a x a a
E—i](x) E*'Y(x) 57'7('*)

Warunki brzegowe réwnania okresla swobodny koniec wlewka oraz jego utwier-
dzenie w miejscu dziatania rolek ciagnacych, co daje:

oul,1) =0, u(x,t)( =0 (4)
Oox x=0 x=L
Warunki poczatkowe wynosza:
ulx, ), =0, ity (. t)|,=0 =0 (5)

2. Numeryczne rozwigzanie r6wnania ruchu

W ogdlnym przypadku przyblizonego rozwigzania szczegdlnego rownania
ruchu wymuszonego (rownania rézniczkowego niejednorodnego) poszukuje si¢
w postaci szeregu wedtug funkcji wlasnych postaci

ulx,1)=>"S,(OU,(x) (6)
i=1

gdzie: U,(x)= cos[(i - %)%x} znane funkcje wiasne [2].

Przewidywane rozwigzanie podstawiamy do réwnania ruchu (3). Mnozymy
rownanie ruchu kolejno przez wszystkie funkcje wlasne i catkujemy w przedziale
okreslonosci (0, L). Po niezbednych przeksztatceniach otrzymamy uklad rownan
rézniczkowych zwyczajnych ze wzgledu na nieznane funkcje czasu S,(#) w naste-

pujacej postaci:
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> a,8, =3 0,8, +c,8,)+d, 7
i=1 i=1
gdzie: j = 1,2,..., n, a wspotczynniki wystepujace w rownaniu sa nastepujace:

ay = [(0' 4 (x)+ p* 4 VU, (I, (x)d
0

by = [ (p A )+ 4 VUL () +
X

J

© — =

L
2w, [(p' 4 (1) + p" 4" DU, () +
0

[ @ A 3+ p A U, ()

L
¢, :I IESydy U(x)U , (x)dx +
0

+ woj.ddL;(p'Al +p' A )U,”(x)Uj (x)dx +

0
L
- 2W§J-(p[A[ +p* A" )U,"(x)Uj (x)dx +
0
-
OE' ,
+J- I Eydy U;(x)U ; (x)dx +
-

+ Woj- 78 (x)(pl A+ pt A )U,’"(x)U ;(x)dx
0

L
d, = Is(x,t)UJ (x)dx
0

Rozwiazujac ten uklad wzgledem drugich pochodnych, otrzymamy uktad réw-
nan rézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego:

S5 =36, + 1,8, )+ K. j=12.m )
i=1

i=1
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Z przeprowadzonych testdéw wynika, ze w obliczeniach praktycznych wystarczy
bra¢ pod uwage tylko dwa pierwsze wyrazy szeregu; zliczanie nastgpnych czlonow
szeregu (8) praktycznie nie ma znaczenia (wielkosci te sa bardzo male). Rozpisujac
wspotczynniki wystepujace w tym réwnaniu dla dwoch wyrazow szeregu, otrzy-
mujemy:

_ by1ay, —bpyay,

byay —byay,

Gy Gy, =
apdy —apdy apdy —dpdy
G. = bpay —byayp, G = byay, — by ay,
A= n=— _
aydy —dpdy apdy —dpdy
Ci10yy —Cird Chi1Uyy — Crrl
_ n9x» 1291 _Cndn 29
Hy=—""—""— Hy)=—"""—""
apdy; —dpdy apdy —dpds
Ciyayy —Cid CoyyQyy — Coyrd
_ 4 1% _ Sxndn 21912
Hy=—""7""+ Hy =—"—"—""+
apdy —apdy) apdy —apdy
da,, —d,a d,a,, —d,a
K, = 192 291 K, = 2411 1912 9)

aydy; —dpdy

aydy; —dpdy

Uktad taki rozwiazujemy numerycznie metoda Rungego-Kutty-Mersona.

3. Stateczno$¢ ruchu. Przyklady obliczen

Statecznos¢ rozwiazania uktadu (8) wyznaczamy na podstawie znajomosci
czesci rzeczywistych pierwiastkdéw réwnania charakterystycznego [1, 3]. Rozwia-
zanie jest stateczne, jesli wszystkie pierwiastki réwnania charakterystycznego maja
ujemne czesci rzeczywiste. Jezeli miedzy pierwiastkami znajduje sie chociazby
jeden z dodatnia czescia rzeczywista, to ruch jest niestateczny. Réwnanie charak-
terystyczne w analizowanym przypadku ma postaé

-1 0 1 0
0o -4 0 1

A= =0 (10)
11 H12 Gll _ﬂ“ G12

H
H, Hy Gy Gy -4

Obliczenia wykonano dla nastepujacych wartosci parametréw ukladu:
E=2-10°N/m’, p*=7850 kg/m’, =0,01m, @=121/s,L=8,0m, L,,=0,7 m,
Ly=8m, 4),=349 WmK, T, =323 K, Tx = 1808 K, 7, =293 K, a=0,14 m, &y, =
=0,04 m, 4, =349 W/mK, A=29 W/mK, Z= 800 W/m’K, ¢ = 800 J/kgK.

Sita styczna wyraza si¢ wzorem

S(xaf)=(f—fw)gp/%x (11)
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/o

gdzie f,, _ J-(fk +( 1 - fk)efaM )sgn(v)dt, a p, jest gestoscia fazy cieklej wlew-
V4
0

ka, g przyspieszeniem ziemskim, a wymiarem poprzecznym wlewka, £, f; to od-
powiednio wspdlczynnik tarcia statycznego i kinetycznego, a v predkoscia wzgled-
na wlewka wzgledem krystalizatora. Rysunek 2 przedstawia przemieszczenia
wlewka dla obszarow statecznego i niestatecznego.
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Rys. 2. Przemieszczenie wlewka dla x = L,
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