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Streszczenie. Zastosowanie metody elementéw brzegowych do modelowania nieustalonej
dyfuzji ciepta wiaze sie z koniecznoscia dyskretyzacji zaréwno brzegu, jak i wnetrza obszaru.
W pracy przedstawiono taki wariant tej metody, w ktérym wystepuja tylko catki zwigzane
z brzegiem obszaru. Wykorzystano przy tym rozwiazanie fundamentalne niezalezne od czasu.
Pokazano przyklad obliczen rozkladu temperatury w obszarze ptaskim zorientowanym
w prostokatnym ukladzie wspétrzednych.

Wstep
Rozpatrywaé bedziemy rownanie nieustalonej dyfuzji ciepta

xeQ c%zlvzﬂx,t) (1)

gdzie A jest wspodlczynnikiem przewodzenia ciepta, ¢ - cieplem wlasciwym odnie-
sionym do jednostki objetosci, 7, x = (xi, x,), f 0znaczaja temperature, wspotrzedne
geometryczne i czas. Rownanie (1) uzupelniaja odpowiednie warunki brzegowo-
-poczatkowe.

W literaturze, np. [1-3], omowione sa rozne algorytmy metody elementéw brze-
gowych, pozwalajace rozwigzad tak sformutowane zadanie. Najpopularniejsze z nich
to pierwszy i drugi schemat MEB, metoda kombinowana, w ktorej najpierw aprok-
symuje si¢ pochodng wzgledem czasu odpowiednim ilorazem rdéznicowym,
a nastepnie stosuje si¢ rozwiagzanie fundamentalne zalezne jedynie od wspdtrzed-
nych geometrycznych. Brzegowe réwnania catkowe odpowiadajace tym wariantom
MEB zawieraja jednak calki po wnetrzu obszaru, co powoduje, ze na etapie reali-
zacji numerycznej nalezy dyskretyzowa¢ zaréwno brzeg, jak i jego wnetrze.

Jedna z préb ominiecia tych niedogodnosci jest rozwijanie algorytméw MEB,
ktére pozwalaja sprowadzi¢ catke po wnetrzu obszaru do szeregu catek brzego-
wych, np. [4]. Otrzymuje si¢ wowczas w petni brzegowe sformutowanie. W niniej-
szym artykule omowiono taki wlasnie wariant MEB.
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1. W pekni brzegowe sformulowanie MEB

Ustalone pole temperatury w obszarze QQ, w ktorym dziataja wewnetrzne zrédia
ciepta QO(x), opisuje nastgpujace rownanie:

xeQ : AVT(x)+0(x)=0 )

uzupetnione odpowiednimi warunkami brzegowymi.
Brzegowe rownanie catkowe dla tak sformutowanego zadania ma postaé

B(E)7( jU (&.x)q(x)dr

:IWO(f,x dF+IQ U: (£, x)dQ ®)

r

gdzie I' jest brzegiem obszaru €, & - punktem obserwacji, B(f)e 0,11, Uy (£, x) -
rozwigzaniem fundamentalnym postaci

1 1
U (&, x)=——1In— 4
0(£,%) il C)
gdzie 7 jest odlegloscia miedzy punktami &i x

r=lln =& ) +(x, -8, ) )

oU, (&%) _ d
on

Wy (§.x)=-2

. 6)

27
przy czym
d=(x, =& )eosa, +(x, =&, )cos a, (7

gdzie cosay, cosa, s3 cosinusami kierunkowymi wektora normalnego 7.
W réwnaniu (3) g(x) jest strumieniem ciepta

4(x)- 2278

P ®

Brzegowe rownanie catkowe (3) mozna zastosowa¢ do rownania (1), podstawiajac

Q&%vfggfﬁ ©)
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1 wowczas

BE)T(E.0)+ [Uj (€.x)glx.r)d T =

oT(e) 1o
= [ W5 (€ 0)T(e0)dT - e[ 2205 .x)d 0
ot
T Q
Zajmiemy sie przeksztatceniem ostatniej catki w tym rownaniu, czyli
oT(x,1) .
I=—c|——U dQ 11
| v an
Zaktadamy, ze znamy funkcje U, ( , x), ktdra jest rozwigzaniem rownania
VU (£,x)=U; (& x) (12)
Wykorzystujemy druga formute Greena [3]
__[0Tr) (x.)
1—£6VU(§)—£[5 Uy (E.x)d Q-+
(13)
~ I oT(x,1) 8U; (£, x) Us aT(x t)
| o on oo
Na podstawie réwnania (1) mamy
var(e.r)= L 976 (14)
a Ot

gdzie a = A/c jest wspolczynnikiem dyfuzji. Stosujac nastepujace zaleznosci:

V{M}:g[va(x,t) :g{l aT(x,t)}:l 9T (x,1) (15)

ot ot|a ot a ot

on| Ot ot| On Aot

i [GT(x,t)} g [aT(x t)} 1 0g(x.1) (16)

mamy

1:—5j62T(x’t)Uﬁ(§,x)dQ+
a

2
Do

L] 2Dy o) -vr e 2200 e

ot ot

a7)

ary
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gdzie

. ouU; (¢,
7y )1 20 )
on
Nastepnie zaktadamy, ze znamy postaé funkcji U, (§ s x) takiej, ze

VU5 (£.x)=U; (£.x)

i obliczamy catke

stosujac ponownie druga formule Greena

L --£ [P aa--£ v 210 i
a a

or?

Q Q

or? on

T

Poniewaz

_2 | {azz’(x,t) aU;(g,x)_U; ) ai {azT(x,t)}} T

ot

V{azT(x,t)}: aa; V27 1)|- aa; { é aT(x,t)}: 1 a3T(fc,t)

i{@zT(x,t)}_ 0 [GT(x,t)}__lm

on| o> | ar*| on A or
mamy wiec
o’ T(x,1) . .
== 517D e s
Q
1 ¢|d°T(x.1) . . d%q(x,1)
+;7£{—?£7—Jn(éx)_U2@rﬂ_7;7_'dr
gdzie
: o0U; (£.x)
W2 (§>x)_ A
on
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Calka 7 jest réwna

c ¢ &T(x.1), .
I:——zz[?Uz(g,X)dQ'i‘

1¢|oT(x,1) . . dq(x.r)
. j {T W (Ex)- U (&, x)T} dr + (26)

a4t

+a_2J- {8 T(x, t)W (Ex)-UL(E, )8 ggx I)}dr

RIS

Postgpujac w podobny sposob nieskonczenie wiele razy, otrzymujemy

1| 0'T(xe) . ' q(x,1)
1—;;1 {TWI (&.x)-U; (f,x)T ar 27
gdzie
VU (&, x)=U; (£ x), 1=123,...
VVl*(g,x):_ﬂ,aUl (é:’x) (28)
on

Wzor (27) wprowadzamy do brzegowego rownania catkowego (10) i otrzymujemy

=1 a t
B(‘f ZO:_/IUI g(tx )dF—
o (29)
_ LIIW/ 8Txt)dr
1=0 4 T

i uzyskujemy réwnanie catkowo-rézniczkowe, w ktérym pochodne rzedu zerowe-
go oznaczaja te same funkcje.

2. Dyskretyzacja wzgledem czasu

W pierwszej kolejnosci dokonujemy dyskretyzacji rozpatrywanego przedziatu
czasu [£°, {], wprowadzajac siatke ze statym krokiem Ar=¢/ —¢/™
0<'<t'<... <t/ <t/ <. . <t < (30)

Na odcinku czasu [t/™',¢/ | zakladamy liniowa aproksymacje funkcji temperatury
i strumienia ciepla, czyli
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f _ _ f-1 f _ _ 41
T(nt):tZﬁttT(nff4)+£__i__7(%’f):E———in4-+£—l¥——Tf

At At At
! (€29
! /-1 S /-1
t) —t a), -t At -t -t
x,1)= x,t/ )+ x,t! )= Iy
Q()AtQ( )Atq()Atq VI
Obliczamy pochodne pierwszego rzedu wzgledem czasu
aT@J):J_&f_TJ4)
ot At
(32)
Gq(x,t) :L( o qf—l)
ot At

i s3 one niezalezne od czasu, czyli pochodne wyzszych rzedow sa rowne zero.
Dla te[t/™, 1/ ] otrzymujemy nastepujaca dyskretyzacje rownania (29)

! f-1
t—t t—r
BE) ——T' "+ ——T17 |+
(5)[ At At J

* tf_ 1A /-1 [ — tf_l s 1 * f /-1 _
+1U0(§,x)( A q’ "+ A7 q dF+E_F[U1(§,x)(q —q )dF— (33)

=t oy t=t 1
=\w -/t lAdr+— W 7/ —1/7)dr
Jr- o(fax)( Ar + Af j +aAt-! 1(§,x)( )

lub po dokonaniu pewnych przeksztatcen

t—t'" ]
[Ui.x)a’dr+——[Ui(.x)g"dT =
T alr{

= (w1 ar - BE) 17 |+ — [ (E.x)r dr +
At 0 ahtd '
r r (34)
N [wsE.x)r/ar - B) 77" —LJ'W*(g X)T/'dT +
Ar | 370F ahty '
.

Ll gt [y /-
v lvo(g:x)q dr+aN1U1(§,x)q dT

Oczywiscie, zastosowanie algorytmu wymaga znajomosci funkcji Uy (f, x),

w (f,x). Sa to funkcje postaci [4]:
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2
U ( ,x):gim(lnéﬂj (35)
Wl*(dj,x):—é(ﬂn%Jrlj (36)

3. Dyskretyzacja wzgledem wspélrzednych geometrycznych

Brzeg obszaru dzielimy na N stalych elementow brzegowych 77, j = 1,2,...,N.
Calki wystepujace w rdwnaniu (34) zastepujemy sume catek po tych elementach,
a wartosci temperatury i strumieni ciepta aproksymujemy ich wartosciami
w srodkach tych elementow, czyli

T(x ! )—T(xj tf)—TJf

Tl )=1(x/ " )=1/"

xel; : 37
) gl )=qle )= 7
alet™ )=l )=q]”
Otrzymujemy nastgpujaca aproksymacj¢ rownania (34)
f-1 N N -1 N
-t 1
G,,q/ +—— ) Gl.q
At Z T A e Z
./—1 ‘/—1 ]—
1 & . & N 1 i,
+—>» H T/ +—— ) H, T; 38
alté= At JZ‘ aAth: 38
O G o' = Gl g/
- At Z 4t A Z ijdj
j=1 Jj=1
gdzie
o e =
FJ
Iq*(é’,x)df,, i#]
H; =17 ‘ (40)
-0.5, i=j
G 1:JU*(§" x)dT (41)
ij 1 > J
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= [wele'xar, (42)
T

Jesli zalozymy, ze na rozpatrywanym odcinku czasu [/, ¢/ ] nie zmieniajg si¢
warunki brzegowe i przyjmiemy ¢ = t/, wéwczas rownanie (38) upraszcza sie do
postaci

N N
1
1 f 1 /
E (G +—G jq‘}. = E [H].J+a tH’j] T/ +

= J= (43)
_;ﬁ o +;§ .
alt <= v aAt = Y

Rownania rozpisujemy dla wszystkich wezlow brzegowych &, i = 1,2,...N.
W ten sposéb otrzymujemy uktad rownan algebraicznych, do ktérego wprowadza-
my odpowiednie warunki brzegowe. Po jego rozwigzaniu znane sg wartosci tempe-

ratury 7' /f “oraz strumieni ciepta q»{ ‘we wszystkich weztach brzegowych. Tempera-

ture w dowolnych punktach wewnetrznych wyznaczamy z zaleznos$ci

N N
1
/o 1 1 S
r _Z(H+ i J Z(G,ﬁamq]}% ;
1 N N

—YH T/ —»G!
alt = R aAtZ ”

Jj=1

(44)

Otrzymane rozwigzanie stanowi warunek pseudopoczatkowy dla nastepnego kroku

obliczen, czyli przejécia t/ — +/*'.

4. Przyklad obliczen

Analizowano proces nieustalonego przeplywu ciepta w nieskonczonym precie
o przekroju kwadratowym (dtugos¢ boku 0.5). Brzeg obszaru podzielono na 40
stalych elementow brzegowych.

Na rysunku | pokazano przyjeta dyskretyzacje oraz zaznaczono potozenie wez-
tow wewnetrznych, w ktorych obliczano wartosci temperatury. Zagadnienie sfor-
mulowano w postaci bezwymiarowej. Na dolnym i lewym boku kwadratu zatozono
warunek izolacji cieplnej, a na pozostatych bokach konwekcyjng wymiane ciepta
z otoczeniem o temperaturze rownej zero i liczbie Biota 0.5. Jako warunek poczat-
kowy przyjeto temperatur¢ réwna jeden. Obliczenia przeprowadzono z bezwymia-
rowym krokiem czasu rownym 0.2. Na rysunkach 2 i 3 pokazano rozklady tempe-
ratury dla bezwymiarowych czaséw 0.2 i 0.4.
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Rys. 1. Dyskretyzacja brzegu i punkty wewnetrzne
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Rys. 2. Rozklad temperatury dla czasu 0.2 Rys. 3. Rozklad temperatury dla czasu 0.4

Wyniki obliczen poréwnano z rozwigzaniem uzyskanym za pomoca metody
elementow brzegowych z dyskretyzacja czasu [5]. Stosujac ten wariant MEB ko-
nieczna jest dyskretyzacja zardwno brzegu, jak i wnetrza obszaru. W tym celu
wnetrze podzielono na 100 statych elementow wewnetrznych (kwadratow). Wyniki
otrzymane za pomocg obydwu wariantdw niewiele sie roznily.
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