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Streszczenie. Praca poSwiecona jest badaniu lanicuchéw Markowa generowanych
réznymi modyfikacjami metody Gibbsa. W szczegdlnoéci obliczane sa wspélczynniki
zbleznosci dla trzech najbardziej znanych w literaturze modyfikacj algorytmu Gibbsa
dla pewnych szczegdlnych przestrzeni stanéw.

1. Modyfikacje metody losowania Gibbsa

Metoda losowania Gibbsa umozliwia generowanie probki losowej z gestosci
7(z) o noéniku § C R™ na podstawie gestosci warunkowych m(z;|z;,j # 4),
i=1,...,n, gdzie z = (21,...,z,) € 5. Lancuch Markowa wygenerowany za
pomoca tej metody nazywamy laficuchem Gibbsa. Aby wygenerowa¢ prébke
losowa, z gestosci 7, stosujemy nastepujacy algorytm:

Najpierw wybieramy stan poczatkowy z(® = (a;g"),...,z;")) € S5 w lan-
cuchu Markowa {X(¥)}. W kroku algorytmu k¥ = 1,2,..., generujemy stan
(k) = (mgk), e, zgk)) € S w nastepujacy sposéb:

mgk) jest realizacja z 7r(a:1|a:(2k_1), e, :vgk_l)
mgk) jest realizacja z 7r(x2|xgk),xgk_1), ey x,ﬁf‘l))

: (1)
(k)

x,’, jest realizacja z T(z,—1|2
2(F)
n

gk), e, mgg_)z, a:gk_l))
)

jest realizacja z 7r(:cn|x§k), R A

Gestoéé prawdopodobiefistwa przejScia h(z,y) ze stanu z = (21,...,2,) € S
do stanu ¥y = (y1,-...,Yn) € S mozna wyrazi¢ za pomoca wzoru

i
h(z,y) = [ 7(wilvs, - - > i1, Tiga, -, %) (2)
=1
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Kazdy z powyiszych n! wariantéw metody Gibbsa nazywany jest algoryt-
mem deterministycznego uaktualniania taficucha Gibbsa (determining upda-
ting Gibbs sampler), w skrécie DUGS.

Przypuéémy, ze k-ty krok w algorytmie generowania laficucha Markowa
{X(®)} przebiega wedlug nastepujacego schematu: Losujemy najpierw jedna
z liczb ze zbioru {1,...,n} z prawdopodobienistwem p;, i = 1,...,n. Wylo-
sowang liczbe oznaczmy przez ¢g. Nastepnie generujemy wartosc ng) 7 gestosci

W(wiongk_l), j # i9). W k-tym kroku otrzymamy stan lancucha
z (k) = (:cgk_l), S mgc), g x%k_l)). Gestosé prawdopodobienstwa przejscia ze

stanu z(*=1) do stanu z(¥ jest réwna
h(e®,2®) = pyr(al)|2f ™, 5 # io) 3)

Metode t¢ nazywa si¢ algorytmem strategii losowej dla tancucha Gibbsa (ran-
dom sweep strategy Gibbs sampler), w skrécie RSGS.

Opiszemy teraz trzecia modyfikacje metody losowania Gibbsa.

Niech p,,,.. ., bedzie prawdopodobienstwem okreslonym na zbiorze
Z={(z1,.--,%n) :z €{1,...,n},i=1,...,n} wszystkich permutacji zbioru
{1,...,n}. Wéwczas k-ty krok w algorytmie przebiega wedlug nastepujacego
schematu: Ze zbioru Z losujemy permutacje (z1,...,%,) z prawdopodobien-
stwem p,, .. ... Wartosci xﬁf), t = 1,...,n, w k-tym kroku generowaé be-
dziemy w porzadku a:gf), ... ,xﬁ’f}. Gestosé prawdopodobiefistwa przejScia ze
stanu = € S do stanu y € S przy ustalonej permutacji (z1,...,2,) wynosi

n
h(:l}, yl(zla s e zn)) = H W(le,—hlzl yoec Yz Lzipg e 37:5,.) (4)
=1

Gestoéé prawdopodobienistwa przejécia ze stanu « do stanu y wyraza sie
wzorem

n
h(:c,y) = Z Pzi,cyzn Hﬂ(yz,'l’yzl,...,yZi_1,$Zi+1,...,:I:zn) (5)
{(z1,:120)EZ} i=1

Jedli noénik 5 gestoéci 7 jest zbiorem skonczonym, to macierz prawdopodo-
bienstw przejscia P dla taicucha Markowa wygenerowanego ta metoda moze
by¢ zapisana w postaci

P = Z pzl,...,zn Rzl,...,zn (6)
{(z1,-.2n)EZ}
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gdzie R, . ., jest macierzg prawdopodobiefstw przejscia dla taficucha wyge-
nerowanego metoda DUGS, okreslona przez permutacje (21,...,2,).

Metode opisana powyzej nazywamy algorytmem losowania permutacji dla
laficucha Gibbsa (random permutation Gibbs sampler), w skrécie RPGS.

2. Wspélczynniki zbieznosci

Niech § bedzie zbiorem N-elementowym. Niech {X (%)} bedzie tancuchem
Markowa z przestrzenia stanéw S oraz macierza prawdopodobienstw przejscia
H.

Zajmiemy si¢ obecnie ocena wspélczynnikéw zbieznoéci A(H) dla lahcu-
chéw Markowa {X (*¥)}, generowanych za pomoca modyfikacji metody losowa-
nia Gibbsa.

Twierdzenie 1 Earicuchy Markowa {X®)} 2 niezmienniczym prawdopodo-
bieristwem T oraz skoriczong przestrzenig stanéw S C R?, generowane meto-
dami DUGS, posiadajg ten sam wspotczynnik zbieznosci.

Dowéd. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze S = {(ui,v;) 1 4,j =
=1,2,...,s}. Liczba wszystkich stanéw jest wtedy réwna N = s2. Aby wyge-
nerowad laficuch Markowa z niezmienniczym prawdopodobienstwem 7, mozna
zastosowal dwa rézne algorytmy DUGS. Dla pierwszego z nich prawdopodo-
biefistwo przejécia h(z,y) z punktu z = (u;,v;), £,7 = 1,...,s, do punktu
Yy = (Um,v1), m,l =1,...,s, spelnia warunek

h(z,y) = T(vifum )7 (um|v;) (7)
Dla drugiego algorytmu prawdopodobiefistwo przejscia spelnia warunek
h(z,y) = 7 (um |vr)m (| i) (8)

Niech D;, D, beda macierzami prawdopodobienstw przejécia dla lancu-
chéw Markowa generowanych odpowiednio pierwszym oraz drugim z algoryt-
méw. Niech T,,, m = 1,...,s, beda macierzami o elementach tz({;), spelniaja-
cych warunki:

1) = w(ylem), inj = 1,8
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(m)

Niech U,,, m = 1,...,s, beda macierzami o elementach u 51 =1,...,8,

spelniajacych warunki:

o™ = w(Tmly;) dlaj=1i
b 0  dlaj#i

Niech macierz T bedzie zdefiniowana nastepujaco:

T, 0 ... 0
0 T, ... 0

T=1 . . . (9)
0 0 ... T,

Niech macierz U bedzie zdefiniowana nastepujaco:

U, Uy ... U
Uy Uy ... U

v=| """ , (10)
vy, Uy ... U

Wtedy macierze prawdopodobienstw przejScia Dq oraz D, spelniaja warunek:

D1 = UT
Dy =TU (11)

Wartosci wlasne macierzy UT oraz TU sa identyczne. Zatem wspéiczynniki
zbieznoéci dla tych dwéch algorytméw sa sobie réwne.

A(D1) = M D7) (12)

W trzech ponizszych przyktadach oblicze wspétczynniki zbieznosci dla tan-
cuchéw Markowa, generowanych metodami DUGS, RSGS oraz RPGS, dla
szczegdlnego przypadku przestrzeni stanéw S = {(uy,v;), 4,j = 1,2}.

Przyklad 1 jest ilustracja twierdzenia 1. W przyktadzie 2, spoéréd klasy al-
gorytméw RSGS, wyznacze jeden algorytm RSGS, dla ktérego lancuch
Markowa jest najszybciej zbiezny (posiada najmniejszy wspélczynnik zbiez-
nosci). W przykladzie 3 pokaze, ze taficuch Markowa, generowany za pomoca
algorytmu RPGS, jest najwolniej zbiezny, gdy permutacje zbioru {1,2} gene-
ruje sie z jednakowym prawdopodobieiistwem. Przyklad ten sugeruje wybér
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innego prawdopodobiefistwa do generowania permutacji niz prawdopodobien-
stwo jednostajne.
Niech py = w(wi|v1) > 0, p2 = 7w(ur|vz) > 0, ¢ = w(v1|ug) > 0,

g2 = w(viluz) > 0 beda prawdopodobieistwami warunkowymi oraz
6 =(p2—p1)(g2 — q)-
Przyklad 1

Istniejg dwa algorytmy DUGS, za pomoca ktérych mozna generowad tancu-
chy Markowa z przestrzenia stanéw S. Niech D; oraz Ds oznaczaja macierze
prawdopodobiefistw przejscia dla tancuchéw Markowa generowanych za po-
mocy algorytméw DUGS.

Z twierdzenia 1 wynika, 7e taficuchy Markowa generowane za pomoca tych
algorytmoéw posiadaja ten sam wspélczynnik zbieznosci. W zwiazku z tym
przeanalizujemy zbieznos$¢ tylko jednego z tych dwéch algorytméw.

Z réwnania (2) wynika, ze prawdopodobiefstwo przejScia z punktu
z = (u3,v5), 1,5 = 1,2, do punktu y = (um,v1), m,l = 1,2, dla pierwszego
z algorytméw DUGS spelnia nastepujacy warunek:

(e, y) = m(o|um)7(um|v;)

Wtedy macierz prawdopodobienstw przejscia D moze by¢ zapisana w naste-
pujacej postaci:

o pi(l—q) (I—-pi)gz (1—p1)(1—gqe)

p, | 2o p2(1-q) (1-p2)ex (1-p2)(1-g2)
ea pn(l-q) Q-p)ee Q-p)(l-g)
pen p2(l—q1) (1—p2)gz (1—p2)(1—qo)

Wartosci wlasne macierzy D sa réwne
A1:A2:0,)\3:1,A4:6

Wynika stad, ze wspélczynnik zbieznosci A(Dy) = |6].

Zauwazmy, %Ze im mniejsze sa réznice pomiedzy prawdopodobienstwami
p1,p2 lub ¢1, g2, tym mniejszy jest wspStczynnik zbieznosci |6].
Przyklad 2

W przykladzie tym oblicze wspélczynniki zbieznosci dla tafncuchow
Markowa, generowanych za pomoca metod RSGS.

Niech prawdopodobiefistwa wylosowania liczb z dwuelementowego zbioru
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{1,2} wynosza a; oraz az = 1 — ay. Z réwnania (3) wynika, Ze macierz praw-
dopodobiefistw przejicia Ry, q,) spelnia warunek

R(ahaz) =
a1p1 + a2q1 as(1—q1) a1(1—p1) 0
axqq az(l—q1) + a1p2 0 ay(1— po)
aip 0 azqs + a1(1 — p1) az(1 - g2)
0 a1p2 a2qs az(1 — g2) + a1(1 — p2)

Wartosci wlasne macierzy Ry, q,) 83 T6Wne

/\1=0,/\2=17)\3=1_\2/Z,/\4=H}/K

gdzie A=1- 401(12(1 — (5)
Wynika stad, ze wspétczynniki zbieznoéci dla taficuchéw Markowa wyge-
nerowanych za pomoca metod RSGS przyjmuja wartosé

1+V/A
)‘(R(al,az)) =| 2 | (13)

Zauwazmy, ze wspélczynnik zbieznosci A(R(,, q,)) 0siaga wartos¢ najmniej-

sza dla a1 = % oraz ag = % Niech R bedzie macierza prawdopodobienstw
przejécia, R = R( 11 Wartoéci wlasne macierzy R sa réwne

AM=0, =1, =1+ =5-46
Wynika stad, ze wspélczynnik zbieznosci A(R) wynosi

1 1
A(R)‘{ L/T—3, 6<0 (14)

Przyklad 3

W przykladzie tym oblicze wspélczynniki zbieznodci dla lafcuchéw
Markowa generowanych za pomoca metod RPGS. Zbiér Z sklada si¢ w tym
przypadku z dwéch permutacji (1,2) oraz (2,1). Niech p oznacza prawdopo-
dobiefistwo wylosowania permutacji (1,2) ze zbioru Z. Wtedy 1 — p oznacza
prawdopodobiefistwo wylosowania permutacji (2,1). Niech P,, 0 < p < 1,
oznacza macierz prawdopodobiefistw przejécia dla tafcucha Markowa gene-
rowanego za pomoca metody RPGS. Z réwnania (6) wynika, ze macierz P,
spelnia nastepujacy warunek:
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Py =pD1 +(1-p)D,
Wartoéci wlasne macierzy P, sa réwne

M=1,2=0X=35+5/02+48p(1—p), \s = § — 5,/62 + 46p(1 - p)

Jesli § > 0, to wspélezynnik zbieznosci A(P) = |As| osiaga warto$é najmniejsza
dla p = 0 lub p = 1. Wtedy macierz P, réwna jest macierzy D, lub macierzy
Dy, a przypadek ten rozwazany juz byl w przykladzie 1.

Jesli 6 < 0, to wspdlczynnik zbiezno$ci A(P) = |As| osiaga warto$¢ naj-
mniejsza dla

1 1 1 1
p:§+—v2 146 lub p=5- 5V 1+46 (15)

Niech P oznacza macierz prawdopodobiefistw przejscia dla p spelniajacego

warunek (6). Wéwczas wspétczynnik zbieznosci
Ap) =12 (16)

W literaturze rozwaza sie¢ algorytmy RPGS, dla ktérych permutacje ze
zbioru Z generuje sie z jednakowym prawdopodobiefistwem [6]. W naszym
przyktadzie odpowiada to sytuacji, gdy p = % Okazuje sie jednak, ze wspol-
czynnik zbieznosci A(P,) osiaga warto$¢ najwieksza dla p = % Zatem lancuch
Markowa, generowany za pomoca algorytmu RPGS dla p = %, jest najwolniej
zbiezny.

Dokonamy teraz poréwnania wspolczynnikéw zbieznosci A(D;) dla me-
tody DUGS, A(R) dla metody RSGS oraz A(P) dla metody RPGS. Z obliczeit
wynika, ze

A(P) < X(Dq) oraz A(P) < A(R) (17)

AMDy)>AMR)& -1<é< (18)

Wspétezynnik zbieznosci A( P) jest najmniejszym wspotczynnikiem z wszyst-
kich analizowanych w powyzszych przykladach. Zatem tancuch Markowa, ge-
nerowany za pomoca algorytmu RPGS z macierza prawdopodobiefistw przej-
$cia P, jest najszybciej zbiezny.

-1 -/17
8
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