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!�� E �� 
� 
�����
� �
�"����� 	�� 
�� ��� l �� 
 �
�"���
���� ��
� ������
�

������ 
� ��� �
���	�
� ��
���� E�×E� 
� �
���� E� 
� 
�� �
�"����� 	��	��	


� 	�� E�

!�� l� �� 
 ������
� ������ �� ��� �
����
#

l��x, y� � l�{x}, {y}� �
� x, y ∈ E. $%&

'� 	
�� 
		�����
�	 ���
���� ������
� l, ������
� l� ������ �� �
����
 $%&

���� �� 
 ������ 
� 	�� E. (
� ���	 ��
	
�� �
�� �E, l� �
� �� ���
��� 
	 
 ����
��

�����
���
��
� 
� 
 ������ 	�
�� 
�� �� 	�
�� �
�� �� $	�� )%*& �����
����� ������

	�
��� +	��� $%& �� �
� ����� �� 
 �����
����� ������ 	�
�� �E, l�, 	����
���


	 �� 
 ������ 	�
��� ��� �
��
���� �
��
�	# 	����� Sl�p, r� 
�� �
�� Kl�p, r�

���� ��� ������ 
� �
��� p 
�� �
���	 r�

!�� Sl�p, r�u $	�� ),*& ���
�� ��� 	
"�
���� u"������
���

� 
� 	����� Sl�p, r�

�� 	�
�� �E, l��

!�� k �� 
�� �-�� �
	����� ��
� ������ 
�� ��� a, b �� 
�����
�� �
�"���
����

��
� ������
�	 ������ �� 
 ����
�� �����"�
�� 	��� ������
���

� 
� � 	
 ��
�

a�r�−−−→
r→��

� 
�� b�r�−−−→
r→��

�. $,&

.� 	
� ��
� �
�� �A,B� 
� 	��	 A,B ∈ E� �	 �a, b�"���	����� 
� �
��� p 
�

	�
�� �E, l�, �� � �	 
 ���	��� �
��� 
� ��� 	�� 
� 
�� ��
� ������	 r > � 	
 ��
�

	��	 A ∩ Sl�p, r�a�r� 
�� B ∩ Sl�p, r�b�r� 
�� �
�"������
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����� ������

	�
�� �E, l� ��� �
��
���� �������
� 
� ��� �
������ 
� 	��	#

Tl�a, b, k, p� � {�A,B�� A,B ∈ E�, �
�� 
� 	��	 �A,B� �	 �a, b�"���	�����


� �
��� p 
� 	�
�� �E, l� 
��

�

rk
l�A ∩ Sl�p, r�a�r�, B ∩ Sl�p, r�b�r��−−−→

r→��
�}. $3&

�� �A,B� ∈ Tl�a, b, k, p�, ���� �� 	
� ��
� 	�� A ∈ E� �	 �a, b�"�
����� 
�


���� k �
 	�� B ∈ E� 
� �
��� p 
� 	�
�� �E, l��

��� Tl�a, b, k, p� ������ �� �
����
 $/& �� �
�� �a, b�"�
������ ���
��
� 
� 
�"

��� k 
� �
��� p ∈ E $
� �
� 	�
��# �
������ ���
��
�& 
� ��� 	��	 �� �����
�����

������ 	�
�� �E, l��

���������  � �������� ��������� �	 ���� Tl��a�, b�, k, p�, Tl��a�, b�, k, p� ��

���� ��
���� �� �� ��� E �	

�A,B� ∈ Tl��a�, b�, k, p� ⇔ �A,B� ∈ Tl��a�, b�, k, p� for A,B ∈ E�. $/&

!�� ρ �� 
� 
�����
�� ������ 
� 	�� E.

.� 	
� ��
� 	�� A ∈ E� �
	 
 4
��
�- ��
����� 
� �
��� p 
� ������ 	�
��

�E, ρ�, ����� �� ����� 
	 A ∈ Dp�E, ρ� $	�� ),� 5*&� �� 
 ������ τ > � �-�	�	

	
 ��
� 	�� A ∩ Sρ�p, r� �	 �
�"����� �
� r ∈ ��, τ��

!�� dρA ���
�� ��� ��
����� 
� 	�� A 
�� ρ�A,B� ��� ��	�
��� 
� 	��	 A,B

�� ������ 	�
�� �E, ρ�, ����

dρA � ��	{ρ�x, y� � x, y ∈ A}, ρ�A,B� � 
��{ρ�x, y� � x ∈ A, y ∈ B} $5&

�
� A,B ∈ E�.

'� �ρ �� ���� ���
�� ��� ��
		 
� 
�� ��
� ������
� l ��������� ��� �
�����
�	#

�� l # E� ×E� −→ 
�,∞�,

�� ρ�A,B� ≤ l�A,B� ≤ dρ�A ∪B� �
� A,B ∈ E�.

(�
� �
�����
� ��, �� �
��
�	 ��
�

ρ�x, y� � ρ�{x}, {y}� ≤ l�{x}, {y}� ≤ dρ�{x} ∪ {y}� � ρ�x, y�,

������ �� ��� �6�
����

l�{x}, {y}� � ρ�x, y� �
� x, y ∈ E. $7&

!�� f �� 
�� 	��
������� �����
	��� 
�� �
����
�	 ��
� ������
� ������ ��


 ����
�� �����"�
�� 	��� ������
���

� 
� � 	
 ��
� f��� � �.



�
��
�������� 
� ��� �
������ ���
��
�	 
� 	��	 %,5

!�� ��
� ��� �������
�#

L�A,B� � f�l�A,B�� �
� A,B ∈ E�. $8&

0�� ��
		 
� 
�� ������
�	 L ������ �� �
����
 $8& �� ���
�� �� �f,ρ.

9���� 
�� ��
� �� 
�� �� �� �
��
�	 ��
� 
�� ������
� L ∈ �f,ρ �����	 ���

�
�����
�	#

�� L � E� ×E� −→ 
�,∞�,

�� f�ρ�A,B�� ≤ L�A,B� ≤ f�dρ�A ∪B�� �
� A,B ∈ E�.

'��
�	�

f�ρ�x, y�� � f�ρ�{x}, {y}�� ≤ L�{x}, {y}� ≤ f�dρ�{x} ∪ {y}�� � f�ρ�x, y��,

���� ��
� ���� �� �
��
�	 ��
�

L�{x}, {y}� � f�ρ�x, y�� �
� l ∈ �f,ρ 
�� x, y ∈ E. $:&

.� 	�
�� ���
��

ρ′�x, y� � f�ρ�x, y�� �
� x, y ∈ E. $;&

+	��� ��� ��
������	 
� ������
� f, �� �	 �
	� �
 ����2 ��
� ������
� ρ′ ������

�� �
����
 $;& �	 ��� ������ 
� 	�� E� 9���� �� �
��
�	 ��
� 
�� ������
�

L ∈ �f,ρ �����
��	 
� 	�� E ������ ρ
′.

�� f � 
�, ����� 
� ���
��	 ��� �������
� ������
� ������ �� 
 ����
�� �����"

�
�� 	��� ������
���

� 
� �, ���� ��
� ��� �������
� 
� ������
�	 l 
�� L ��

�
��
�	 ��
�

L�A,B� � l�A,B� �
� A,B ∈ E�. $%<&

!�� A′ ���
�� ��� 	�� 
� 
�� ���	��� �
���	 
� 	�� A ∈ E� 
�� ���

ρ�x,A� � 
��{ρ�x, y� � y ∈ A} �
� x ∈ E. $%%&

!�� �	 
����� ��
� ��� �������
� $	�� ),� 7*&

�Mp,k � {A ∈ E� � p ∈ A
′ 
�� ����� �-�	�	 � > � 	��� ��
�

�
� 
� 
�����
�� ε > � ����� �-�	�	 δ > � 	��� ��
�

�
� ����� �
�� 
� �
���	 �x, y� ∈ 
A, p��, k�

�� ρ�p, x� < δ 
��
ρ�x,A�

ρk�p, x�
< δ, ����

ρ�x, y�

ρk�p, x�
< ε} $%,&



%,7 0� 1
��2

�����


A, p��, k� � {�x, y� � x ∈ E, y ∈ A 
�� �ρ�x,A� < ρk�p, x� � ρk�p, y�}. $%3&

�� �����
� , 
� ���	 �
��� �� ���� ���� ����
�� 	� ����� �
�����
�	 �
� �
�"

�
�������� 
� ��� �
������ ���
��
�	 
� 	��	 
� ��
		�	 �Mp,k �
���� 
 4
��
�-

��
����� �� ������ 	�
�� �E, ρ�.

 � ��!"�����#��$ �% ���&���$ ��#������ �% ����

!�� ρ′ �� ��� ������ 
� 	�� E ������ �� �
����
 $;&� �� �
��� )8* ���

�
��
���� ����
 �
	 ���	�����#


�!!�  � � �	 A ∈ Dp�E, ρ
′�, ���� A ∈ Dp�E, ρ� 	�� ��� ��� A ∈ E�.

'��
�	� $	�� !���
 %�% 
� �
��� )5*&

A ∈ Dp�E, ρ�⇒ A ∈ Dp�E, ρ
′� �
� A ∈ E� $%/&

���� ��
� !���
 %�% �� ���

����##��$  � � �	 ρ′ �� ��� 
����� �	 ��� E ��!���  � 	��
��� ���, ����

A ∈ Dp�E, ρ� �	 ��� ���� �	 A ∈ Dp�E, ρ
′� 	�� ��� ��� A ∈ E�.

.� 	�
�� ���
�� �� dρ′A ��� ��
����� 
� 	�� A, 
�� �� ρ
′�A,B� ��� ��	�
���


� 	��	 A,B �� ������ 	�
�� �E, ρ′�.

�� �
��� )8* � ��
��� ��� �
��
���� ���
���	#

�'����!  � � �	 ���� A,B ∈ Dp�E, ρ� ��� 	�������� a, b, f 	��!� ���

�����������

a�f�r�� ≤ f�a�r�� ��� b�f�r�� ≤ f�b�r�� 	�� r > � $%5&

f�r�r�� ≤ f�r��f�r�� 	�� r�, r� > � $%7&

����

�A,B� ∈ Tdρ�a, b, k, p�⇒ �A,B� ∈ Tdρ′ �a, b, k, p� $%8&


��

�'����!  �(� �	 ���� A,B ∈ Dp�E, ρ� ��� 	������� a, b, f 	��!� ���"����#

���� ���� ���

f�r�r�� � f�r��f�r�� 	�� r�, r� > � $%:&

����

�A,B� ∈ Tρ′�a, b, k, p�⇒ �A,B� ∈ Tρ�a, b, k, p�. $%;&



�
��
�������� 
� ��� �
������ ���
��
�	 
� 	��	 %,8

(�
� 0��
���	 5�% 
�� 5�/ 
� �� �
�
��
���� �
��� )7* $	�� 
�	
 ),*& �
��
�	#

����##��$  �(� �	 	�������� ai, bi �i � �, �� 	��!� ���������

ai�r�

rk
−−−→
r→��

� ���
bi�r�

rk
−−−→
r→��

�, $,<&

���� 	�� �� ������ 	�������� L�, L� ∈ �f,ρ, �������� ��������� TL��a�, b�, k, p�

��� TL��a�, b�, k, p� ��� ��
���� �� �� ��� ������� �	 ���� �Mp,k ∩Dp�E, ρ�.

9����� ��
� 0��
��� 5�% 
� ���	 �
��� �
��
�	#

����##��$  �)� �	 ���� A,B ∈ �Mp,k∩Dp�E, ρ�, 	�������� a, b 	��!� ���������

a�r�

rk
−−−→
r→��

� ���
b�r�

rk
−−−→
r→��

�, $,%&

���� 	�� ��� 	������� L ∈ �f,ρ,

�A,B�∈ Tρ′�a, b, k, p�⇔ �A,B�∈ TL�a, b, k, p�⇔ �A,B�∈ Tdρ′ �a, b, k, p�. $,,&

�� f � 
�, ���� ��
� ���	 �
�
��
�� 
�� ��
� �6�
���� $;& ������
���� �
��
�	#

��!��*  � � $�� ��� 	������� l ∈ �ρ,

�A,B�∈ Tρ�a, b, k, p�⇔ �A,B�∈ Tl�a, b, k, p�⇔ �A,B�∈ Tdρ�a, b, k, p� $,3&

���� A,B ∈ �Mp,k ∩Dp�E, ρ� ��� 	�������� a, b 	��!� ��������� �����

�� ������
�	 a, b, f ����� �
�����
�	 $%5&� $%:&� $,%&� A,B ∈ �Mp,k ∩Dp�E, ρ�,

���� ��
� 0��
���	 %�%� %�, 
� ���	 �
��� 
�� ��
� �
�����
�	 $,,&� $,3& ��

��	���	 ��� �
��
���� ��
��
�#

�A,B� ∈ Tρ�a, b, k, p�⇔ �A,B� ∈ Tl�a, b, k, p�⇔ �A,B� ∈ Tdρ�a, b, k, p�

⇑ ⇓ $,/&

�A,B�∈ Tρ′�a, b, k, p�⇔ �A,B�∈ TL�a, b, k, p�⇔ �A,B�∈ Tdρ′ �a, b, k, p�

(�
� ���	 ��
��
� �
��
�	#

����##��$  �+� �	 	�������� a, b, f 	��!� ���������� ����� ���� ��� ����� ����

�������� ��������� Tl�a, b, k, p� ��� TL�a, b, k, p� ��� ��
���� �� �� ��� �������

�	 ���� �Mp,k ∩Dp�E, ρ�, ����

�A,B� ∈ Tl�a, b, k, p� ⇔ �A,B� ∈ TL�a, b, k, p� $,5&

	�� A,B ∈ �Mp,k ∩Dp�E, ρ�.



%,: 0� 1
��2

(�
� $,/& 
�� ��
� 0��
���	 5�%� 5�/ 
� �
��� )7* $	�� �
�
��
�� %�,& �� 
�	


���#

����##��$  �,� �	 	�������� ai, bi, f �i � �, �� 	��!� ���������� ����, ����

���

ai�f�r�� ≤ f�ai�r�� ��� bi�f�r�� ≤ f�bi�r�� 	�� r > � $,7&

���� �������� ��������� Tl�a�, b�, k, p� ��� TL�a�, b�, k, p� ��� ��
���� ��� ����

�A,B� ∈ Tl�a�, b�, k, p� ⇔ �A,B� ∈ TL�a�, b�, k, p� $,8&

	�� A,B ∈ �Mp,k ∩Dp�E, ρ�.

�
��
��� �	��� ��
��
� $,/& 
�� ����
�� ���
���	 ��
� �� �
�
��
����

�
��� )7*� �� 	�
�� ��
�� ��� �
��
���� ���
���#

�'����!  �)� �	 	�������� a, b, f 	��!� ���������� ���� ��� ����� ���� 	��

l�, l� ∈ �ρ, �������� ��������� Tl��a, b, k, p�, Tl��a, b, k, p� ��� ��
���� �� �� ���

������� �	 ���� �Mp,k ∩Dp�E, ρ� �	 ��� ���� �	 �������� ��������� TL��a, b, k, p�,

TL��a, b, k, p� 	�� L�, L� ∈ �f,ρ ��� ��
���� �� �� ����� ������� �	 �����

������ .� 
		��� ��
� �
������ ���
��
�	 Tl��a, b, k, p�, Tl��a, b, k, p� 
��

�
��
����� �� ��� ��
		�	 
� 	��	 �Mp,k∩Dp�E, ρ� �
� l�, l� ∈ �ρ, 
�� ��� �A,B� ∈

Tl��a, b, k, p� �
� A,B ∈ �Mp,k ∩Dp�E, ρ�. 9����� ��
� ��� �
�� ��
� ������
�

dρ ∈ �ρ, �� ���

�A,B� ∈ Tdρ�a, b, k, p� ��
 A,B ∈ �Mp,k ∩Dp�E, ρ�, $,:&

����� ��
�	 ��
�

�

rk
dρ��A ∩ Sρ�p, r�a�r�� ∪ �B ∩ Sρ�p, r�b�r���−−−→

r→��
�. $,;&

'��
�	�

dρ�A ∩ Sρ�p, r�a�r�� ≤ dρ��A ∩ Sρ�p, r�a�r�� ∪ �B ∩ Sρ�p, r�b�r���


��

dρ�B ∩ Sρ�p, r�b�r�� ≤ dρ��A ∩ Sρ�p, r�a�r�� ∪ �B ∩ Sρ�p, r�b�r���,

���� ��
� $,;&� �� �
��
�	 ��
�

�

rk
dρ�A ∩ Sρ�p, r�a�r��−−−→

r→��
� $3<&



�
��
�������� 
� ��� �
������ ���
��
�	 
� 	��	 %,;


��
�

rk
dρ�B ∩ Sρ�p, r�b�r��−−−→

r→��
�. $3%&

(�
� �
�����
�	 $3<&� $3%& 
�� ��
� !���
 3�, 
� �� �
�
��
���� �
��� )7*�

�� �
��
�	 ��
� ������
�	 a, b ����� �
�����
� $,%&� 9����� ��
� ��� 
		�����
�	


� ���	 ���
���� ��
� ��
��
� $,/& 
�� �
�
��
�� %�% �� ��	���	 ��
�

�A,B� ∈ TL��a, b, k, p� �
� A,B ∈
�Mp,k ∩Dp�E, ρ� 
�� L� ∈ �f,ρ. $3,&

=� ��� �
	�	 
� 0��
��� 5�% 
� �
��� )7*� ���	 �
�����
� �	 �6���
���� �
 �
�"

����
�

�A,B� ∈ TL��a, b, k, p� �
� A,B ∈ �Mp,k ∩Dp�E, ρ� 
�� L� ∈ �f,ρ,

����� ��
�	 ��� �
��
�������� 
� �
������ ���
��
�	 TL��a, b, k, p�, TL��a, b, k, p�

�� ��� ��
		�	 
� 	��	 �Mp,k ∩Dp�E, ρ�.
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