Please cite this article as:

Romuald Szopa, Jarostaw Siedlecki, Wptyw parametrow technologicznych na przebieg krzepniecia wlewka ciggtego,
Scientific Research of the Institute of Mathematics and Computer Science, 2002, Volume 1, Issue 1, pages 217-225.
The website: http://www.amcm.pcz.pl/

Prace Naukowe Instytutu Matematyki i Informatyki Politechniki Czgstochowskiej

WPLYW PARAMETROW TECHNOLOGICZNYCH
NA PRZEBIEG KRZEPNIECIA WLEWKA CIAGLEGO

Romuald Szopa, Jarostaw Siedlecki
Instytut Matematyki i Informatyki, Politechnika Czestochowska

Streszczenie. W pracy zostanie przedstawiony sposob wykorzystania metod analizy wraz-
liwosci do oceny wplywu warunkéw technologicznych (z matematycznego punktu widze-
nia warunkéw brzegowych i poczatkowych) na przebieg krzepniecia stalowego wlewka
ciagtego. Analiza wrazliwosci pola temperatury dotyczy zadania nieustalonego i silnie nie-
liniowego. Model matematyczny procesu COS bazuje na metodzie wedrujacego przekroju
poprzecznego. Na etapie obliczen numerycznych wykorzystano metode bilansow elemen-
tarnych.

1. Sformulowanie zadania

Procesy krzepnigcia i stygnigcia wlewka ciagglego opisuje réwnanie energii
z dodatkowym sktadnikiem, bedacym iloczynem skalarnym gradientu temperatury
i pola predkosci. Jest to typowy sktadnik w réwnaniu energii, w ktorym uwzgled-
nia si¢ konwekcje. W rozwazaniach prezentowanych

w niniejszej pracy efekty konwekcyjne beda pominiete, _of— |
natomiast pole predkosci wynika z przemieszczenia si¢ ; x
wlewka przez urzadzenie do cigglego odlewania. Procesy / ;

cieplne zachodzace w objetosci wlewka ciagglego opisano y vz
wykorzystujac tzw. metode jednego obszaru [1, 2], co spro- ;

wadza si¢ do zdefiniowania zastgpczej pojemnosci ciepl- % >
nej materiatu, w ktérej w odpowiedni sposéb uwzglednia / 4

sie utajone cieplo krzepnigcia. Dokladne oméwienie réz- SJULNS O R
norodnych sposobow definiowania tego parametru mozna CovE /

znalez¢ miedzy innymi w [3, 4]. Tak wiec rozpatrywaé .
bedziemy prostokatny wlewek ciagly wytwarzany na i
urzadzeniu pionowym. Wlewek przemieszcza si¢ w kie-
runku osi z z predkoscia u (czyli pole predkosci w rozpa-
trywanym ukladzie: # = [0, 0, u] - rys. 1).

Nieustalone pole temperatury w objetosci wlewka opisuje rownanie w postaci

c(r a—T+ua—T}:3[/15—Tj+i e +3(/18—Tj )
a o] ax ax) ol o) az ez

Rys. 1. Wlewek ciagly
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gdzie 7 = T(x.,y,z,t), C, A oznaczaja zastepcza pojemnos¢ cieplng, odniesiong do
jednostki objetosci i wspotczynnika przewodzenia.

Warunki brzegowe na zewnetrznej powierzchni wlewka przyjmuja posta¢ badz
warunkow Neumanna (zadany strumien ciepta), badz warunkéw Robina. Tutaj
zatozono znajomos¢ wspotczynnikdéw wymiany ciepta, czyli

AT _ar-1)) )
on
gdzie o jest wspdtczynnikiem wymiany ciepta, 7,, temperatura wody chtodzacej,
0/0n pochodng normalng. Na gornej powierzchni wlewka (powierzchni ciektego
metalu) mozna przyja¢ warunek Dirichleta

T=T, €)

gdzie 7, jest temperatura zalewania. Na umownie przyjetej powierzchni ogranicza-
jacej uklad od dotu (strefa chtodzenia koncowego) zalozono warunek adiabatyczny
(0T/on = 0). Warunek poczatkowy zadania sprowadza si¢ do zatozenia, ze pewna
porcja ciekltego metalu bezposrednio nad dragiem rozruchowym ma temperature
zalewania. W modelu prezentowanym w niniejszym rozdziale, bazujacym na me-
todzie wedrujacego przekroju poprzecznego, warunek poczatkowy formutuje sie
W nieco inny sposéb.

Liczne badania eksperymentalne pokazuja, ze w przypadku technologii COS
mozna poming¢ sktadowa kondukeyjna w kierunku przesuwu wlewka (stanowi ona
okoto 5% strumienia ciepta oddawanego od osi do brzegu). Tak wiec rownanie (1)
mozna uprosci¢ do postaci

c(r a—T+ua—T}:i[/15—Tj+i 2oL 4)
ot 0z ox\ oOx) oy\ Oy

W metodzie wedrujacego przekroju wprowadzamy uktad wspotrzednych zwia-
zany z przemieszczajacym si¢ przekrojem wlewka: x'=x, y'=y, z'=z—ut [5].
Jak tatwo sprawdzié, ,,gubi si¢” w ten sposob sktadnik zawierajacy pierwsza po-
chodng wzgledem wspotrzednej z

C(T)a—T—i(/la—TjJri Pk )
a o'\ ax') ol oy

Ostatnie réwnanie odpowiada typowemu 2D réwnaniu parabolicznemu. Na eta-
pie obliczen numerycznych uzyskuje si¢ pola temperatury w kolejnych wyr6znio-
nych przekrojach z = const, czyli rozwiazanie 3D, chociaz bazowe rownanie roz-
niczkowe odpowiadato obszarowi ptaskiemu.

Warunkiem poczatkowym dla zadania, w ktérym wprowadzono wedrujacy
przekrdj poprzeczny, jest pole temperatury dla z = 0, czyli temperatura zalewania.
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Symulacje zmniejszajacych sie warunkow brzegowych na powierzchni wlewka
realizuje si¢ bardzo prosto. Zatéozmy ze At jest czasem przebywania wlewka
w krystalizatorze. Na odcinku czasu [0, A#;] na obwodzie wlewka przyjmuje si¢
warunek brzegowy odpowiadajacy strefie chtodzenia pierwotnego (odpowiednia
wartos¢ o lub strumienia ciepta). Jezeli z kolei Az, jest czasem przybywania wy-
roznionego przekroju w pierwszym sektorze strefy chtodzenia wtdérnego, to dla
czasow z przedziatu [Af, Aty + Af,] na obwodzie przyjmujemy wspolczynnik wy-
miany ciepla dla tego sektora itd. Z formalnego punktu widzenia ,,wedrujacy”
przekrdj zostat unieruchomiony, a jego przemieszczanie sie przez urzadzenie COS
symuluja zmieniajace si¢ na obwodzie warunki brzegowe. W powyzszym modelu
nie formutuje sie oczywiscie warunku na umownie przyjetej dolnej powierzchni
wlewka. Podsumowujac powyzsze rozwazania, proces krzepniecia i stygnigcia
stalowego wlewka ciaglego mozna opisa¢ nastepujacym uktadem réwnan i warun-
kow:

()ea : ) a(/laT}i(ﬁ_Tj

a o) oo
(. y)erl : —Zg—T:a(T—Tw) (6)
n

2. Analiza wrazliwosci wzgledem wspolczynnika wnikania

Rozpatrywaé bedziemy procesy cieplne zachodzace w obszarze krystalizatora.
Kinetyka krzepniecia wlewka, a szczegolnie grubos¢ jego naskoérka na wyjsciu z tej
strefy chtodzenia ma bardzo duze znaczenie dla prawidlowej i bezawaryjnej pracy
urzadzenia COS. Zakladamy, ze oddzialywanie krystalizatora zastgpiono warun-
kiem Robina z zastepczym wspolczynnikiem wymiany ciepfa.

Analiza wrazliwosci wzgledem o wymaga zrézniczkowania rownan (6) po tym
parametrze [6, 7]

da o dal ar

oc(T) o, o) 2 (aTj:
:i{wé_TM(T)i(aTﬂ +£{L(T)5_T+A(T)i(aln )

ox| Oa oOx da\ ox oy| Oda oy oa \ dy

czyli, oznaczajac 0T /0 =U i x'=x, y'=y, mamy
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_dC(T) Ua_T + C(T)a_U =
dr ot ot
)
ZE[MUG_TM(T)G_U} L 0] dAT)oT | gy
ox| dT ox ox oy| dT oy oy
Ostatnie rdwnanie zapiszemy w postaci
C(T)G_U = i(ﬂa_U) + 9 ﬂé_U +
o ox\ Ox oy\ oy
©)
_dc(r), or i[dﬁ(T)Ua_T} , 0[dAr), or
dar ot ox| dT ox | oy| dT oy
lub
ou o(,0U) 0 ,0U
CTlT)—=—|A—|+—| A— 10
()8t 8x( 8xj+6y( GyJJFQU (10)
gdzie
0, =Kl T 2 [r) o1 2 [ O]
' dr ot ox| dT ox | oy| dT oy

Funkcja Q;; odpowiada wydajnosci zrodel wewnetrznych w typowym réwnaniu
Fouriera. Jezeli, co w przypadku stali nie wprowadza zbyt duzego btedu, zalozymy
stala warto$¢ wspolczynnika przewodzenia, to

(), or
O, = T U o (12)

Rézniczkowanie warunkow Robina prowadzi do zaleznosci

_6/1_(T)8_T_ﬁ T)i[a_Tj:T_Teraa_T (13)
0o on Oa \ On oa

Wykorzystujemy, jak poprzednio, twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej
oraz zmianie kolejnosci r6zniczkowania i otrzymujemy

JAAT) 0T ) OU g qu (14)
dT on on
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lub

—A(T)a—U:MUa—T+T—Tw +aU (15)
on dT on

Dla stalej wartosci A warunek Robina upraszcza sie do postaci

—A%—U:aU+T—TH,,=Ot(U—UW) (16)
n

gdzie

U, ==" (17)

Opis matematyczny wrazliwosci uzupetnia zerowy warunek poczatkowy i osta-
tecznie dochodzi si¢ do nastepujacego zadania brzegowo-poczatkowego:

U o, 8U\ o, U
(X,y)EQ C(T)E:a(lajﬁ‘—(ngﬁ‘QQ
(x,y)el : -A—==alU-U,) (18)

Podobnie jak w przypadku zadan liniowych rozwiazanie problemu wrazliwosci
wymaga znajomosci rozwigzania problemu podstawowego. Z numerycznego punk-
tu widzenia, a w szczegdlnosci mozliwo$¢ wykorzystania metody bilansow, sto-
pien trudnosci budowy algorytmu dla zadania dodatkowego nie odbiega istotnie od
klasycznych algorytméw MBE.

W skiadnikach zrédlowych wystepuja pochodne zastepczej pojemnosci cieplnej
i wspotezynnika przewodzenia. Oznacza to, ze funkcje C(T') i A(T') musza byé
okreslonego rzedu gladkosci (klasy C'). W realizacji numerycznej zatozenie to nie
musi by¢ spetnione, nalezy tylko odpowiednio zdefiniowaé pochodne w punktach
nieciaglosci.

3. Analiza wrazliwo$ci wzgledem temperatury zalewania

Rozpatrywac¢ bedziemy, jak poprzednio, procesy cieplne zachodzace w obszarze
krystalizatora urzadzenia COS. Zakladamy réwniez, ze oddzialywanie krystalizato-
ra zastapiono warunkiem Robina z zastepczym wspolczynnikiem wymiany ciepla.

Analiza wrazliwosci wzgledem temperatury zalewania, czyli warunku poczat-
kowego, wymaga zréznicowania rownan (6) po tym parametrze
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oc(r) ot or , or )_(aTj

or, o ot \ar

(19)
:g{az(T)a_TM(T) 9 (aTJ}g{az(T)a_TM(T)i(a_Tﬂ
ox| o, ox oT, \ ox oy| 0T, oy or, \ oy

przy czym dla wspotrzednych przestrzennych pominieto wskaznik (x': X, y'= y).
Pochodng 0T /0T, oznaczymy symbolem Vi otrzymujemy

dC_(T’)V8T+C( Vo _

dr  or o
(20)
_o[dar),or PTto il A dA(T) , or Y
ox| dT ox ox éy dr 8y oy
Ostatnie réwnanie zapiszemy w postaci
c(T) 0 (za—VjJri 2% N0, Q1)
ot 8x ox ) oy\ Oy
gdzie
g4 o1 3 air) o] o fun) o],
dr o ox| dT ox | oy| dT oy
Jezeli zalozymy stala warto$¢ wspdtczynnika przewodzenia, to
dc(r) , or
=y 23
o o (23)
Rézniczkowanie warunkow Robina prowadzi do zaleznosci
_8/1(T)8_T_/1(T) G [aT]_aa_T 24)
or, on or, \ on or,

Wykorzystujemy twierdzenie o pochodnej funkcji zlozonej oraz o zmianie
kolejnosci rozniczkowania i otrzymujemy

_dA(T),, or

) ov
dT an

AT
( on

—aV (25)
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Dla stalej wartosci 4 warunek Robina upraszcza sie do postaci

oV

—A—=aV-v,) (26)
on
gdzie
V,=0 27
dlar=0
V=1 (28)

Ostatecznie dochodzimy do nastepujacego zadania brzegowo-poczatkowego
(dla stalej wartosci A):

(x,y)eQ C(T)a—Vzi[/la—VjJri(za—V}rQV
or ox

V-V,) (29)

przy czym funkcja Q) zdefiniowana jest zaleznoscia (23).

Mozna zauwazy¢, ze zadania analizy wrazliwosci pola temperatury wzgledem
wspoélezynnika wymiany ciepta i wzgledem warunku poczatkowego sa z formalne-
go punktu widzenia bardzo podobne i nie rdznig si¢ istotnie od opisu problemu
podstawowego. Tak wigc analiza wrazliwosci w ujeciu bezposrednim nie wymaga
konstrukcji dodatkowych skomplikowanych algorytméw numerycznych i odpo-
wiednie programy komputerowe sa powieleniem, z niewielkimi zmianami, pro-
gramu bazowego.

4. Przyklady obliczen numerycznych

W pierwszej kolejnosci bedziemy rozpatrywac symetryczny fragment (Ewiart-
ke) przekroju poprzecznego wlewka przemieszczajacego sie przez urzadzenie
COS. Obszar pokryto regularna siatka prostokatow i obliczenia przeprowadzono
wykorzystujac schemat jawny metody bilansow. Lokalng wydajno$¢ zrodet we-
wnetrznych dla kolejnych objetosci wewnetrznych przyblizono funkcja, w ktorej
pochodna O07/0t zastgpiono ilorazem centralnym (z wyjatkiem pierwszego kroku),
wykorzystujac oczywiscie rozwigzanie problemu podstawowego. Wymiary prze-
kroju poprzecznego wlewka wyniosty 0.6x0.2 m. Wlewek wykonany byl ze stali
weglowej o zawarto$ci 0.44% C. Temperatura zalewania: 7, = 1550°C, szybkos¢
odlewania: # = 0.017 m/s. Wartos¢ parametréw termofizycznych stali przyjeto na
podstawie literatury, przy czym zatozono stala wartos¢ 4 =35 W/mK. Wspotczyn-
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nik wymiany ciepta w strefie chlodzenia pierwotnego wynosil a = 1500 W/m’K,
temperatura wody chiodzacej 7, = 40°C. Na etapie obliczen dotyczacych analizy
wrazliwo$ci wzgledem wspolczynnika o przyjeto jego zmiane o Aar = 200 W/m’K.
Na rysunku 2 pokazano pole temperatury (rozktad izoterm) w strefie koncowej
krystalizatora (z = 0.6 m) dla wspdtczynnika bazowego.

00 1200 Qozt 1200
1400 Qoor | (v 4% 1400

Rys. 2. Pole temperatury w odlegtosci z= 0.6 m

W pracy [8] przeprowadzono réwniez analize wpltywu temperatury zalewania
na proces krzepniecia wlewka cigglego. Temperature podstawowa (1550°C) roz-
szerzono na zakres +20 K. Metody obliczeniowe wykorzystane w tym zadaniu
byly identyczne jak w przykladzie dotyczacym zmiany wspélczynnika o. Na ry-
sunku 3 pokazano rozwiazanie (z = 0.6 m) uzyskane dla @ = 1700 [W/m’K] na
podstawie analizy wrazliwosci. Rozktad izolinii funkcji U dla z = 0.6 m przedsta-
wia rysunek 4. Mozliwo$¢ przeliczenia rozwigzania bazowego na dowolne inne
rozwigzanie réznigce si¢ wspdlczynnikiem o wynika z rozwiniecia funkcji tempe-
ratury w szereg potegowy

T(x, V. to+ Aa) ~ T(x, V.t a)+ U(x, y,t, a)Aa (30)

[PTA Q0 -0.20 =
[N -0.10 ord=

Rys. 4. Rozktad izolinii funkcji Udlaz=0.6 m
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Przedstawiony wyzej przykltad mozna uogdlni¢ na przypadki bardziej ztozone.
W pracy [9] pokazano rozwigzanie dotyczace wrazliwosci pola temperatury w ob-
szarze wlewka na zmiany wspolczynnika o przy zmiennej w czasie temperaturze
zalewania, co przyblizylo opis matematyczny procesu do jego warunkow rzeczy-
wistych (temperatura strugi metalu opuszczajacego kadz moze zmienia¢ si¢ nawet
w granicach kilkudziesieciu stopni). Szczegdtowe omowienie mozliwosci wyko-
rzystania analizy wrazliwosci w zadaniach zwigzanych z termodynamika procesow
odlewniczych mozna znalez¢ w [8].

Praca zostata wykonana w ramach Projektu Badawczego 7T08B 008 18 finanso-
wanego przez KBN.
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