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WSPOLCZYNNIKI ZBIEZNOSCI ALGORYTMOW
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Streszczenie. Praca poswi^cona jest badaniu taricuchow Markowa generowanych
roznymi modyfikacjami metody Gibbsa. W szczegolnosci obliczane sg, wspolczynniki
zbieznosci dla trzech najbardziej znanych w literaturze modyfikacji algorytmu Gibbsa
dla pewnych szczegolnych przestrzeni stanow.

1. Modyfikacje metody losowania Gibbsa

Metoda losowania Gibbsa umozliwia generowanie probki losowej z g^stosci
TT(#) o nosniku S C Rn na podstawie gejstosci warunkowych w(xi X j , j  ̂ «),
i = 1,..., n, gdzie x = (#1,..., xn) G S. tancuch Markowa wygenerowany za
pomocâ tej metody nazywamy lancuchem Gibbsa. Aby wygenerowac probk§
losowâ  z g^stosci TT, stosujemy nast§pujq,cy algorytm:
Najpierw wybieramy stan pocz^tkowy x  ̂ = (a^%. . . ,o4 ') € S w lan-
cuchu Markowa {X^}. W kroku algorytmu k = 1,2,..., generujemy stan
x(k) _ ^l *,. ,.,Xn ) £ S w nastejmj^cy sposob:

a;̂  jest realizacĵ  z 7r(a;i|aj2 , . . . , Xn ' )

#2 jest realizacj ,̂ z 7r(«2| î  •> ^3 5 • • • 7 ^n )

! k k k k i (1)
xl-i Jest realizacja, z x(xn-i\x(k\, x 2̂, x£ X))

Xn * jest realizacj ,̂ z 7r(xn|a?j ,.. .,2;^ )̂

G^stosc prawdopodobienstwa przejscia h(x,y) ze stanu x = (#1,... ,arn) G S
do stanu y = (2/1, • • •, ^n) G 5 mozna wyrazic za pomoca ̂wzoru

n

(^-|^1,...,yt-_i,a;i+1,...,xn) (2)
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gdzie RZi,...,zn Jeŝ  macierzq, prawdopodobienstw przejscia dla lancucha wyge-
nerowanego metodâ DUGS, okreslonej, przez permutacjê (zi, . . . , zn).

Metod§ opisanâ powyzej nazywamy algorytmem losowania peramtacji dla
lancucha Gibbsa (random permutation Gibbs sampler), w skrocie RPGS.

2. Wspolczynniki zbieznosci

Niech S b^dzie zbiorem jV-elementowym. Niech {X^} be/lzie taiicuchem
Markowa z przestrzeniâ stanow S oraz macierzâ prawdopodobienstw przejscia
H.

Zajmiemy si§ obecnie ocen ,̂ wspolczynnikow zbieznosci A(#) dla lancu-
chow Markowa {X^}, generowanych za pomoc ,̂ modyfikacji metody losowa-
nia Gibbsa.

Twierdzenie 1 Lancuchy Markowa {X} z niezmienniczym prawdopodo-
bienstwem it oraz skonczonq, przestrzeniq stanow S C 7£2, generowane meto-
dami DUGS, posiadajq ten sam wspolczynnik zbieznosci.

Dowod. Bez straty ogolnosci mozemy zalozyc, ze S = {(ui,Vj) : i,j —
= 1,2,. . . , 5}. Liczba wszystkich stanow jest wtedy rowna N = s2. Aby wyge-
nerowac lancuch Markowa z niezmienniczym prawdopodobienstwem TT, mozna
zastosowac dwa rozne algorytmy DUGS. Dla pierwszego z nich prawdopodo-
bienstwo przejscia h(x,y) z punktu x =  (t* t-, Vj\ = l , . . . ,«s, do punktu
y = (wm, t>;), 771, / = 1, . . . , s, spelnia warunek

h(x,y) = n(vi\um)Tr(um\Vj) (7)

Dla drugiego algorytmu prawdopodobienstwo przejscia spelnia warunek

h(x, y) = v(um\vi)ic(vi\Ui) (8)

Niech DI, D<i b^d̂  macierzami prawdopodobienstw przejscia dla lancu-
chow Markowa generowanych odpowiednio pierwszym oraz drugim z algoryt-
mow. Niech Tm, m = 1, . . . , s, be/lâ  macierzami o elementach t  ̂ , spelniaj^,-
cych warunki:
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innego prawdopodobienstwa do generowania permutacji niz prawdopodobien-
stwo jednostajne.

Niech pi — 7r(tti|i;i) > 0, p2 = K(ui\v2) > 0, qi — w(vi ut) > 0,
q2 — it(vi\U2} > 0 b^dâ  prawdopodobieiistwami warunkowymi oraz

Przyklad 1
Istniej ,̂ dwa algorytmy DUGS, za pomoczj, ktorych mozna generowac lancu-

chy Markowa z przestrzeniâ stanow S. Niech DI oraz D2 oznaczaj,̂ macierze
prawdopodobienstw przejscia dla lancuchow Markowa generowanych za po-
moc ,̂ algorytmow DUGS.

Z twierdzenia 1 wynika, ze lancuchy Markowa generowane za pomoĉ  tych
algorytmow posiadajq, ten sam wspolczynnik zbieznosci. W zwi^zku z tym
przeanalizujemy zbieznosc tylko jednego z tych dwoch algorytmow.

Z rownania (2) wynika, ze prawdopodobienstwo przejscia z punktu
x = (v,i,Vj), i,j = 1,2, do punktu y = (ttm,vj) , m,/ = 1,2, dla pierwszego
z algorytmow DUGS spelnia nast^pujq,cy warunek:

h(x,y) = Tr(vi\um)ir(um\Vj)

Wtedy macierz prawdopodobienstw przejscia DI moze bye zapisana w nast§-
puj^cej postaci:

-qi) (l-pi)q2 (1

•qi) (l-pi)q2 (1
\P29l

Wartosci wlasne macierzy DI SQ, rowne

\i = X2 = 0, AS = 1, A4 = 6

Wynika st^,d, ze wspolczynnik zbieznosci A(_Di) = |^|.
Zauwazmy, ze im mniejsze sâ  roznice pomi^dzy prawdopodobienstwami

P1,P2 lub ^1,^2? tym mniejszy jest wspolczynnik zbieznosci \6\.
Przyklad 2

W przykladzie tym obliczê  wspolczynniki zbieznosci dla lancuchow
Markowa, generowanych za pomoĉ  metod RSGS.

Niech prawdopodobienstwa wylosowania liczb z dwuelementowego zbioru
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Pp = pD1 +  (I - p)D2

Wartosci wlasne macierzy Pp ŝ  rowne

Ai = 1, A2 = 0, A3 = f + i\A>2 + 4£p(l-p), A4 = f -

Jesli 6 > 0, to wspolczynnik zbieznosci A(P) = |A3| osi^ga wartosc najmniejszâ
dla p = 0 lub p = 1. Wtedy macierz Pp rowna jest macierzy DI lub macierzy
-D2? a przypadek ten rozwazany juz byl w przykladzie 1.

Jesli ^ < 0, to wspolczynnik zbieznosci A(P) = |As| osia^ga wartosc naj-
mniejsz ,̂ dla

P = \ 5^+7 lub p = i - ^/TTI (15)

Niech P oznacza macierz prawdopodobienstw przejscia dla p spelniaj^cego
warunek (6). Wowczas wspolczynnik zbieznosci

A(P) = Ml (16)

W literaturze rozwaza sî  algorytmy RPGS, dla ktorych permutacje ze
zbioru Z generuje sî  z jednakowym prawdopodobienstwem [6]. W naszym
przykladzie odpowiada to sytuacji, gdy p = \. Okazuje si§ jednak, ze wspol-
czynnik zbieznosci A(Pp) osi^ga wartosc najwi^ksẑ  dla p — ̂ . Zatem lancuch
Markowa, generowany za pomoĉ  algorytmu RPGS dla p = |, jest najwolniej
zbiezny.

Dokonamy teraz porownania wspolczynnikow zbieznosci A(,Di) dla me-
tody DUGS, X(R) dla metody RSGS oraz A(P) dla metody RPGS. Z obliczen
wynika, ze

A(P) < X(Di) oraz A(P) < X(R) (17)

oraz
_i

X(Di) >  X(R) o -1< 6 < - - (18)
o

Wspolczynnik zbieznosci A(P) jest najmniejszym wspolczynnikiem z wszyst-
kich analizowanych w powyzszych przykladach. Zatem lancuch Markowa, ge-
nerowany za pornoc ,̂ algorytmu RPGS z macierzy prawdopodobienstw przej-
scia P, jest najszybciej zbiezny.
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