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ESTYMATORY WYKORZYSTUJACE INFORMACJE A PRIORI
W ADAPTACYJNEJ ESTYMACJI PARAMETRU REGRESJI "

Andrzej Grzybowski
Instytut Matematyki i Informatyki, Politechnika Czestochowska

Streszczenie: Omoéwiono problem adaptacyjnych procedur estymacji parametrow regresji.
Zaproponowano pewne sekwencyjne estymatory, wykorzystujace informacje a priori.
W drugiej czesci pracy zbadano jako$¢ proponowanych metod estymacji, stosujac symu-
lacje komputerowe.

Wstep

W rdéznych wspotczesnych pracach naukowych poswieconych zaréwno szero-
ko, jak i wasko rozumianej teorii decyzji znajdziemy szereg wyrafinowanych regut
decyzyjnych, ktére w praktyce sa bardzo rzadko wykorzystywane. Dzieje sie tak
miedzy innymi dlatego, ze dobre i pozadane wlasnosci tych regut zaleza od spel-
nienia rozmaitych, czesto subtelnych zalozen tak o badanym zjawisku (np. postaci
rozktadow losowych parametrow zjawiska), jak i o samym problemie w sensie
teorii decyzji (np. od postaci funkcji strat czy klasy dostepnych regul decyzyj-
nych). Czesto nie jest mozliwe rozstrzygniecie, ktéry opis problemu jest najbar-
dziej adekwatny w przypadku nas interesujacym, a rézne opisy prowadza na ogot
do zasadniczo réznych decyzji optymalnych. Dlatego tak naprawde badacz wybiera
regule decyzyjna na podstawie wlasnych przeswiadczen o jej wartosci i w oparciu
o wlasng intuicje. Intuicja ta pochodzi gtéwnie z doswiadczen praktycznych. Odda-
je to czesto wyglaszana opinia, ze wartos¢ poszczegdlnych regut decyzyjnych
mozna oceni¢ dopiero w praktyce. Zapewne tez z tych przyczyn pomimo istnienia
wielu subtelnych i waznych teoretycznie narzedzi stuzacych do estymacji parame-
trow regresji, nadal zdecydowanie najczesciej uzywanym narzedziem jest, pocho-
dzaca jeszcze od Gaussa, metoda minimum sumy kwadratow reszt. Jest ona po pro-
stu wielokrotnie sprawdzona w praktyce. Natura wielu zjawisk sprawia, ze taki
sposdb weryfikacji nowych regut decyzyjnych jest bardzo trudny i ryzykowny.
Z jednej strony ewentualne eksperymentowanie moze prowadzi¢ do nadzwyczaj
kosztownych konsekwencji, z drugiej strony w wielu dziedzinach zastosowan (np.
ekonometria) okazja do eksperymentu nie zdarza si¢ zbyt czesto. Wydaje sie, ze
obecnie komputerowe badania symulacyjne stanowia wazng alternatywe jako spo-
sob weryfikacji regut decyzyjnych. Badania te moga bardzo wzbogaci¢ intuicje

D Praca byla realizowana w ramach projektu badawczego Nr 1 HO2B 013 15 finansowanego przez
Komitet Badan Naukowych.
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badacza i pomdc w wyborze wlasciwej reguly. Dzigki nim badacz moze nabraé
osobistego przekonania, co do wartosci poszczegdlnych regul tak, jak gdyby
sprawdzal je w praktyce. To osobiste zdanie na temat praktycznej wartosci po-
szczego6lnych regul ma zwykle znaczenie decydujace dla dokonywanego wyboru.
W naszej pracy zajmiemy sie¢ pewnym szczegoélnym problemem analizy symula-
cyjnej regul decyzyjnych. Dotyczy on predykcji wartosci zmiennych zaleznych na
podstawie modeli regresji. Nie to jednak decyduje o szczegolnosci rozpatrywanego
problemu - zaproponowane podejscie mozna stosowa¢ takze do innych problemow,
np. do sterowania ukladami. Decyduja o owej szczegdlnosci dwa aspekty. Pierw-
szy to fakt, ze symulacyjna ocena reguly decyzyjnej ma by¢ dokonana na pod-
stawie zadanego, ograniczonego zbioru danych. Drugi to fakt, ze estymacja-pre-
dykcja ma by¢ prowadzona sekwencyjnie.

2. Sformulowanie problemu

Rozwazmy problem estymacji parametréw modelu zjawiska okreslonego réw-
naniem

y=BTx+Z

gdzie 3 oraz x to k~-wymiarowe wektory parametrow odpowiednio regresji i zmien-
nych objasniajacych. Zmienna losowa Z ma rozklad z wartoscig oczekiwang 0
i ograniczonym drugim momentem.

Rozwazmy sytuacje, gdy zjawisko przez nas badane odbywa si¢ regularnie w cza-
sie i mamy mozliwos¢ obserwowania wartosci zmiennych zaleznej i niezaleznych.
W zwiazku z tym mamy zbiér danych o rosnacej liczbie rekordéw postaci (v,

X1is---Xki), gdzie i to numer rekordu. Niech wektor Y,T oraz macierz XZ1 oznacza-

ja wartosci zmiennych zaleznej y; i niezaleznych xy;,...,x;; W momentach i od m do
n. Gdy moment poczatkowy jest rowny jeden (m = 1), wtedy indeks gorny pomi-
jamy. Czesto w sytuacjach rzeczywistych interesuje nas oszacowanie parametrow
modelu regresji na kolejnych etapach realizacji obserwacji. Oznaczmy etapy
(momenty) kolejnych estymacji jako ey, ey,...,e,, a uzyskiwane na danym etapie
oszacowania parametru [3 jako bl, b2,... . Zalézmy, ze momenty ey, e,.....e, doko-
nywania kolejnych ocen parametru (3 sa ustalone, zas liczba etapow »n dazy do nie-
skonczonosci. Przykladem tego typu problemow jest zagadnienie predykcji wlas-
nosci produktu na podstawie znanych parametrow procesu produkcyjnego.
Pierwszym problemem, ktory pojawia si¢ w rozwazanej sytuacji jest problem
wykorzystania dotychczasowych obserwacji do estymacji parametru 3. Przy nie-
wielkiej liczbie obserwacji mozna by na kazdym etapie e; wykorzystywaé zawsze

catos¢ obserwacji, tj. (Ye_ X, ) W wielu rzeczywistych problemach nie jest to

mozliwe (liczba obserwacji rosnie nieograniczenie). Czy zatem nalezy czes$¢ infor-
macji odrzuci¢? Zdecydowanie nie, tym bardziej, ze w praktyce oznaczaloby to
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odrzucenie zdecydowanej wiekszosci obserwacji. Nalezy wiec wskazaé rodzaj
estymacji sekwencyjnej, ktora bedzie wykorzystywata wszystkie wyniki estymacji,
ale posrednio. Posta¢ takich adaptacyjnych estymatoréw wskazemy w nastepnym
paragrafie. W dalszej czesci zaproponujemy rowniez kryteria symulacyjnej oceny
jakosci wprowadzonych estymatorow w oparciu o posiadane rekordy, a wiec na
podstawie ograniczonego zbioru danych.

2. Estymatory adaptacyjne

Do sekwencyjnej estymacji parametréw regresji [ na i-tym etapie Sroponujemy

wykorzysta¢ estymatory, ktérych wartosci sa funkeja \b,_, Y, 1, X( ), czyli esty-

il
matory bazujace na oszacowaniu uzyskanym na etapie poprzednim oraz pdzniej
uzyskanych obserwacjach. Estymator jest adaptacyjny w tym sensie, ze jego war-
tos¢ na kolejnym etapie zalezy od wartosci na etapie poprzednim - jest to wigc
zalezno$¢ rekurencyjna. Oczywiscie, jak w kazdej zaleznosci rekurencyjnej,
konieczne jest okreslenie warunku poczatkowego. Podamy go za chwile. Do esty-
macji adaptacyjnej parametrow regresji w opisanej sytuacji wykorzystamy estyma-
tory postaci

duso(D) = CADX'T'Y + CADA'S 2)

gdzie C(A,X) = (X" 'X + A™")"!. Estymatory tej postaci pojawiaja sie jako rozwia-
zania pewnych problemow estymacji bayesowskiej, a takze pewnych problemow
estymacji odpornej i minimaksowej, np. prace [7, 16, 19]. Wykorzystuja one infor-
macje a priori o modelu regresji

Y=XB+Z

ktéra ma postaé (3, A, ¥), gdzie wektor 9 reprezentuje nasza informacje a priori na
temat parametru [3, za§ macierz A odzwierciedla niepewnos¢ tej informacji. Dla
przykladu, w analizie bayesowskiej 3 byloby wartoscia oczekiwanag rozktadu
a priori parametru 3, zas A jego macierza kowariancji. Macierz X reprezentuje
nasza wiedze o macierzy kowariancji zaktocenia Z. W serii prac [8-12] zajmowali-
$my sie symulacyjna analiza sposobéw wprowadzania informacji a priori do anali-
zy regresji. Szczegotowo analizowali$my problemy, w ktérych informacja a priori
jest rezultatem wczesniejszej analizy regresji przeprowadzonej dla modelu takiego
samego lub podobnego do opisujacego badane przez nas zjawisko. Niech bW i b4
beda oszacowaniami parametrow regresji By, B4, otrzymanymi we wczesniejszych
i aktualnych badaniach. Symbole s;, i s> niech oznaczaja wczesniejsze i aktualne
oszacowanie wariancji zaklocenia Z. Okazuje sie, ze estymatory o dobrych wlas-
nosciach otrzymujemy, gdy parametry 3 i £ - wzér (2) - sa okreslone w nastepu-
jacy, intuicyjny sposob: £ = s’1,, (tzn. oszacowaniem na podstawie biezacych

obserwacji), zas wektor § = bW (tzn. jest on okreslony zgodnie z nasza informacja
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a priori). Mniej oczywista jest kwestia okreslenia parametru A majacego odzwier-
ciedla¢ nasza niepewnos¢ zwigzana z posiadang wiedzg na temat parametru.
Z badan przedstawionych w pracach [6, 7, 9, 10] wynika, ze jesli macierz A = A* =
= [0* ]k jest okreslona jako diagonalna z elementami &*; = bW? , to w przypad-

kach rzetelnej informacji a priori uzyskujemy bardzo dobre wyniki estymacji.
Termin rzetelna informacja odnosi si¢ do pewnych miar przydatnosci informacji
a priori wprowadzonych w wymienionych wczesniej pracach. Mozna stwierdzic,
ze w tak rozumianym sensie informacja z poprzednich etapow estymacji w pro-
blemie przez nas rozwazanym jest rzetelng informacja a priori dla etapow pdzniej-
szych. Zatem proponujemy jako estymator adaptacyjny na i-tym etapie estymator

diaxs( Y, ™), w ktorym parametry A i 9 zostaly okre$lone na bazie b zas$ ma-

€12
cierz X jest okreslona na podstawie Y,', X’'. Jakos¢ tak okre$lonych estymato-

row adaptacyjnych zostanie zweryfikowana symulacyjnie. Dla skrocenia dalszych
zapisow estymator ten bedziemy oznacza¢ d*(i). Warunek poczatkowy tej rekuren-
cji okres$lamy nastepujaco: na etapie pierwszym, zakladamy, ze nie posiadamy
informacji a priori, wykorzystamy estymator Gaussa-Markowa d;s bazujacy na
pierwszych obserwacjach Y, X, .

3. Badania krzyzowe - metodologia symulacyjnej analizy por6wnawczej

Analiza porownawcza nowej reguly decyzyjnej polega - oczywiscie - na po-
rownaniu wynikéw uzyskiwanych za pomocg badanej reguly decyzyjnej z wyni-
kami otrzymanymi z wykorzystaniem innej reguly decyzyjnej. Ta inna reguta
decyzyjna - oznaczmy ja d0 - stanowi punkt odniesienia. Reguta d0 powinna spet-
nia¢ pewne warunki. Przede wszystkim powinna to by¢ reguta klasyczna w tym
sensie, ze jest powszechnie znana, jej wlasnosci sg dobrze uzasadnione teoretycz-
nie i ma mozliwie szerokie spektrum zastosowan. Metodologie symulacyjnej anali-
zy porownawczej przeprowadzanej na podstawie zadanego, ograniczonego zbioru
danych (obserwacji) okreslaja:

- sposob wykorzystania posiadanego zbioru informacji,
- stosowane kryteria.

Jak to wielokrotnie podkreslaliSmy, zaktadamy, ze zbior obserwacji, na podsta-
wie ktérego chcemy dokonaé symulacyjnego pordwnania metod, jest zbiorem
ograniczonym. Rozumiemy to tak, ze w momencie dokonywania poréwnania nie
ma dodatkowych informacji i bazujemy na tych, ktére juz mamy. Przypadek taki
jest modelem wszystkich tych sytuacji, gdy analizujemy wtasnosci regulty na pod-
stawie danych rzeczywistych, np. tak, jak u nas w dalszej czgsci, pochodzacych
z produkcji danego wyrobu. Najczesciej wykorzystywana wtedy technikg sa bada-
nia krzyzowe. Spotykamy si¢ z ta metoda w analizie regresji oraz w zastosowa-
niach sieci neuronowych. Mozna ja opisa¢ w sposob nastepujacy: Zbiér danych
rzeczywistych - obserwacji - dzielimy na dwie czgsci. Pierwsza z nich shuzy do
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budowania modelu (u nas: estymacji parametru), druga zas do sprawdzania jego
jakosci. Sprawdzanie polega na wykonaniu prognozy na podstawie obserwacji ze
zbioru drugiego i poréwnaniu ich ze znanymi prawdziwymi realizacjami zmiennej
zaleznej. Jako miare¢ jakosci oszacowania przyjmuje si¢ srednig strate uzyskang we
wszystkich przeprowadzonych prognozach. Pierwszy ze zbiorow bedziemy nazy-
wacé zbiorem obserwacji do estymacji 1 oznaczaé ZBy (w literaturze angielskiej
najczesciej spotykamy okreslenie training set). Drugi nazywamy zbiorem obser-
wacji do weryfikacji jakosci oszacowan (po angielsku validation set). Oznacza¢ go
bedziemy symbolem ZBy. Jesli, dla ustalenia uwagi, przyjmiemy, ze dostepny
zbidr danych jest N-elementowy, a zbidr ZB; ma Ni-elementdw, to ocena jakosci
oszacowania jest srednig z Ny = N-Nj prognoz weryfikowanych na podstawie zbio-
ru ZBy. Tak przeprowadzone badania krzyzowe nosza angielska nazwe hold-out-
-set-cross-validation (HOS-CV). Sa one na ogol mato wiarygodne, gdyz uzyskana
na ich podstawie ocena modelu moze w znacznym stopniu zaleze¢ od sposobu
podziatu zbioru danych na zbiory ZBy; i ZBy, porownaj np. Kohavi [15], Plutowski
i inni [17]. Zatem aby uczyni¢ ja bardziej wiarygodna, powinnismy proces ten po-
wtorzy¢ dla wiekszej liczby zbiordw ZBj; i jako ocene ostateczng przyjac srednia
z ocen uzyskanych dla kazdego z nich. W licznych pracach analizowane sg teore-
tyczne i empiryczne wlasnosci réznych wariantéw realizacji tej idei, tj. zardwno
sposobu wyboru zbiorow, jak i ich liczby, poréwnaj np. Andrews [l], Breiman
i Specter [5], Efron i Tibshirani [6], Plutowski i inni [17], Shao [18]. Ogolnie
metody te okreslane sg mianem zostaw-wiele-do-weryfikacji. Od angielskiej nazwy
(leave-many-out cross-validation) oznacza¢ je bedziemy akronimem LMO-CV. Do
najwazniejszych i najczesciej spotykanych ich wersji naleza: wyczerpujgca (exho-
stive) oraz Monte Carlo oznaczane, odpowiednio, ELMO-CV oraz MCLMO-CV.
W metodzie ELMO-CV dla ustalonej liczebnosci zbioru ZBy przeprowadzamy
HOS-CV dla kazdego z nich. Jesli jednak N nie jest wyjatkowo mate, to roznych
zbioréw moze by¢ bardzo duzo, a przeprowadzenie obliczen bardzo wyczerpujace.
Tak np., jesli N = 50 przyjmiemy Ny = 10, to réznych zbioréw ZBy jest ponad
10 miliardow. Gdyby pojedynczy etap weryfikacji modelu (uzyskanie oszacowania
i obliczenie $redniego btedu prognozy dla jednego zbioru ZBj) trwat 1 s, to pelna
weryfikacja na podstawie wszystkich zbioréw 10-elementowych trwalaby, jak
tatwo policzy¢, ponad 325 lat! Dlatego w praktyce czesto przyjmuje si¢ Ny = 1. Jest
to bardzo popularna wersja badan krzyzowych zwana zostaw-jeden-do-weryfikcji
(leave-one-out). Oznacza¢ jg bedziemy LOO-CV. Ma ona wiele zalet praktycznych,
wsrdd ktérych mozemy wymienié ustalong liczbe zbiorow do weryfikacji (mamy
jedynie N roznych zbiorow ZBy) oraz fakt, ze liczebnos$¢ zbioru do estymacji jest
najwigksza z mozliwych. Nie bez znaczenia jest tez porownywalnos$¢ uzyskanych
rezultatdw wynikajaca z faktu, ze wszystkie podzialy zbioru danych sa jedno-
znaczne. Druga wazng technika realizacji badan krzyzowych jest MCLMO-CV.
W podejsciu tym proponuje si¢ wylosowanie statystycznie reprezentatywnej liczby
roznych zbiordw ZBy o liczebnosci wigkszej od I. Za kazdym razem obserwacje
tworzace ten zbior losowane sa bez zwracania. Jest to metoda zalecana przez wielu
autoréw, poréwnaj Breiman i Spector [I] Plutowski i inni [77], Shao [18]. W przy-
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padku duzej liczby danych jest ona mniej kosztowna obliczeniowo od LOO-CV.
Jest tez bardziej odporna na btedy w danych. Poréwnanie wlasnosci tych i innych
technik badan krzyzowych mozna znalezé w pracach Breimana i Spectora [5],
Efrona i Tibshiraniego [6], Kohaviego [15], Plutowskiego i innych [17], Shao [18].
Ostatnia z wymienionych prac zawiera bardzo ciekawe wyniki wskazujace na licz-
ne dobre wlasnosci metody MCLMO-CV.

Ze wzgledu na jej zalety w naszych dalszych przyktadach bedziemy stosowaé me-
tode MCLMO-CV.

4. Kryteria jakosci

Poniewaz naszym celem jest poréwnanie wlasnosci zaproponowanych metod
estymacji z innymi, nalezy wskazac¢ te inne. W pracy proponujemy jako estymator
odniesienia dy przyjecie estymatora Gaussa-Markowa dis. Ze wzgledu na zakres
i czestos¢ zastosowan praktycznych oraz stale ryzyko z nim zwigzane jest to naj-
czesciej wykorzystywany w badaniach poroéwnawczych estymator. Oczywiscie
w naszym przypadku zaproponujemy pewne sposoby adaptacyjnego wykorzystania
tego estymatora, tak jak czesto jest to realizowane w praktyce. Ze sposobem wyko-
rzystywania estymatora d; g zwigzane sg ponizsze kryteria jakoSci zaproponowanej
przez nas metody estymacji.

Kryterium 1 (K1). Zbiér danych dzielony jest losowo na dwie czgsci. Na podsta-

wie czgsci pierwszej dokonujemy estymacji parametréw za pomoca n-etapowej

estymacji adaptacyjnej oraz za pomoca estymatora d;s. Uzyskane oceny wykorzys-

tywane sg do prognozowania wartosci zmiennej zaleznej w drugiej czesci danych.

Wartosciqg kryterium jest wektor srednich strat obu predyktorow oraz wariancji

tych strat.

Kryterium 2 (K2). Zbiér danych jest dzielony losowo na n+1 réwnych czgsci -

odpowiadajacych danym do » etapéw estymacji adaptacyjnej. Na i-tym (i = 1,...,n)

etapie:

- estymujemy parametry regresji za pomoca estymatora d*,

- estymujemy parametry regresji za pomoca estymatora d; s na podstawie catosci
dotychczasowych danych, tj. Y, . X, .

Uzyskane oceny wykorzystujemy do prognozowania wartosci zmiennej zaleznej

w czesci danych dla etapu nastepnego i rejestrowane sg $rednie straty obu predyk-

torow oraz inne charakterystyki statystyczne. Wartos¢ kryterium to wektor Srednich

strat obu estymatoréw w calym eksperymencie oraz wariancje tych strat.

Kryterium 3 (K3). Zbior danych, podobnie jak w K2, jest dzielony losowo na n+1

mozliwie réwnych czesci - odpowiadajacych danym do z etapow estymacji adapta-

cyjnej. Na i-tym etapie:

- estymujemy parametry regresji za pomoca estymatora d*,

- estymujemy parametry regresji za pomocg estymatora d s na podstawie danych
tego etapu dotychczasowych danych, tj. Y:'*' , X:F' .
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Uzyskane oceny wykorzystujemy do prognozowania wartosci zmiennej zalez-
nej w czesci danych dla etapu nastepnego i rejestrowane sa srednie straty obu pre-
dyktoréw oraz inne charakterystyki statystyczne. Wartos¢ kryterium to wektor
$rednich strat obu estymatoréw w calym eksperymencie oraz wariancje tych strat.

Zauwazmy, ze w kryteriach K1 i K2 porownuje si¢ zaproponowany estymator
adaptacyjny z estymatorem bazujacym na calej dotychczasowej informacji. Jest to
sytuacja idealna, ktéra w praktyce nie moze mie¢ miejsca, ze wzgledu na wspo-
mniang wezesniej dazaca do nieskonczonosci liczbe obserwacji. Zatem w rzeczy-
wistosci nie jest to poréwnanie z metoda ,.konkurencyjna”. Natomiast jako rzeczy-
wiscie konkurencyjna mozna uznaé¢ metode zaproponowang w kryterium trzecim.

Zauwazmy rowniez, ze warto$ciami kryteriow sa pewne parametry statystyczne.
Nie stanowig one same w sobie wartosci kryterialnej w sensie porzadkujacym czy
wartosciujacym. Dopiero statystyczna analiza otrzymanych wartosci moze prowa-
dzi¢ do wybrania reguly decyzyjnej.

5. Symulacyjna analiza poréwnawcza

Przyktady przedstawione w tym paragrafie ilustruja zastosowanie wskazanej
metodologii do oceny jakosci zdefiniowanych w paragrafie 2 estymatorow adapta-
cyjnych. Dane sluzace do poréwnan w przyktadach 1-3 byly danymi sztucznymi,
w przyktadzie 4 analizujemy wlasnosci estymatora d*, wykorzystujac dane rzeczy-
wiste. Zaréwno program generowania danych, jak i wszystkie procedury poréwnu-
jace zostaly zaprogramowane w jezyku wewnetrznym pakietu Mathematica 4.0.

W przyktadach 1-3 liczba rekordéw wynosita 1600, liczba etapow estymacji
adaptacyjnej 15. Liczba rekordéw do sprawdzania jakosci uzyskanych ocen w sen-
sie kryterium K1 wynosita 100, a liczba generacji réznych podziatow na zbiory do
oszacowan i do oceny jakosci wynosita 100. We wszystkich przyktadach funkcja
start to odleglos¢ (mierzona warto$cia bezwzgledna) pomiedzy prognozga a war-
tosciq rzeczywistq a, tj.

L(a,a) = |a - 51|

We wszystkich przykladach jako miare réznicy miedzy dwoma efektami estymacji
uzyskanymi w dwoch pordwnywanych podejsciach przyjeliSmy wartos¢ statystyki

T— LI_LZ
nm

gdzie L,,S} oznaczaja $rednig strate, wariancje empiryczng sSrednich strat i-tej
metody estymacji. Liczba n; oznacza w przypadku kryterium K1 liczbe losowan
podziatéw zbioru danych, w przypadku zas kryteriow K2 i K3 liczbe etapow es-
tymacji pomnozong przez liczbe losowan podzialéw do tych etapow. Statystyka
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analogiczna wykorzystywana jest w tescie rownosci wartosci srednich dwoch roz-
ktadow. Oczywiscie w naszych przykladach nie sa (a w kazdym razie nie musza
by¢) spelnione zalozenia konieczne do znajomosci rozktadu tej statystyki. Mozna
przypuszczaé jednak, ze ze wzgledu na bardzo duzg liczbe obserwacji rozklad tej
statystyki moze by¢ wystarczajaco dokladnie dla naszych celow przyblizony roz-
ktadem normalnym. Tak czy owak jest to miara obiektywna, dajaca dos¢ doktadne
pojecie o istotnosci rdznic wystepujacych w rezultatach uzyskanych za pomoca
porownywanych metod.

Przyklad 1

Dane analizowane w tym przykladzie byly danymi generowanymi w modelu
liniowym, z zakldéceniem losowym o odchyleniu standardowym nieprzekraczaja-
cym 10% S$redniego poziomu zmiennej zaleznej. Byly to wiec dane ,.korzystne”
dla estymatora d;s. Uzyskano nastepujace wartosci statystyki w poszczegdlnych
kryteriach:

Kl: T=092 K2 T=1.6 K3: T=-1.87

Przyjmujac, na podstawie rozkladu normalnego, ze istotne réznice wystepuja dla
wartosci ponad 1,25, otrzymujemy wniosek, ze w sytuacji gdyby mozna byto ko-
rzysta¢ z calosci danych na kazdym etapie, wtedy procedura oparta na estymatorze
dis 1 przedstawiona w kryterium K2 jest najlepsza (poréwnajmy K1 i K2). W sytua-
cji gdy problem wymaga estymacji rzeczywiscie adaptacyjnej, procedura zapropo-
nowana w tej pracy ma w tym przypadku istotng przewage.
Przyklad 2

Dane analizowane w kolejnym przykladzie, byly danymi generowanymi
w modelu nieliniowym (zmienna zalezna byla funkcja potggowa dwdch zmiennych
objasniajacych z potegami 3 i 4), z zakldceniem losowym o odchyleniu standardo-
wym nieprzekraczajacym 10% s$redniego poziomu zmiennej zaleznej. Uzyskano
nastepujace wartosci statystyki T w poszczegdlnych kryteriach:

K1: T=0.78 K2: T=249 K3: T=-1.29

Whioski, jakie si¢ nasuwaja po poréwnaniu tych wskaznikdw, sa analogiczne jak
w przykladzie poprzednim. W sytuacji gdy problem wymaga estymacji istotnie
adaptacyjnej, procedura zaproponowana w tej pracy ma i w tym przypadku istotng
przewagg.

Przyklad 3

Tym razem dane byly generowane w modelu mniej nieliniowym jak w przykta-
dzie drugim (potegi byly rowne 3/2) z zakldceniem losowym o odchyleniu stan-
dardowym nieprzekraczajacym 10% S$redniego poziomu zmiennej zaleznej. R6z-
nica polegata na tym, ze 5% obserwacji bytlo generowanych absolutnie losowo
- niezgodnie z modelem. Byly to wigc dane z zaburzeniami. Uzyskano nastepujace
wartosci statystyki w poszczegdlnych kryteriach:

Kl: T=-1.16 K2 T=-26 K3: T=-273
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Jak widzimy, tym razem nawet wykorzystanie pelnej informacji w estymatorze
Gaussa-Markowa nie daje mu przewagi. Procedura adaptacyjna jest istotnie lepsza
wedtug kazdego kryterium.

Przyklad 4 - dane rzeczywiste

W tym przykladzie przeanalizujemy wlasnosci estymatora d* na podstawie
danych rzeczywistych. Rozwaza¢ bedziemy dane dotyczace wlasnosci blach otrzy-
mywanych w wyniku procesu technologicznego realizowanego w hutach. Wlas-
nosci te sa opisywane réznymi parametrami miedzy innymi przez tzw. granice
wytrzymatosci, granice plastycznosci, wydtuzenie i udarnosé, poréwnaj np. prace
Grzybowskiego i Urbanowicza [13, 14]. Tutaj skupimy si¢ na modelu granicy
wytrzymatosci blachy Re. W drugiej z cytowanych prac zaproponowano nastepu-
jaca posta¢ modelu zaleznosci wskaznika Re od wybranych parametréw chemicz-
nych i technologicznych:

Re = B] + B2C+ B3 Mn + B4Sl + Ble + B6Al + B7Nb + Bng+ B()GV + B]()Tk“' Z

gdzie Gr, Wf, Tk sa pewnymi parametrami charakteryzujacymi proces produkcyj-
ny, za$ pozostale oznaczenia to symbole chemiczne pierwiastkéw wchodzacych
w sktad produktu.

Przeprowadzajac analize pordwnawcza dla 503 rekordow pochodzacych z produk-
cji walcowni, otrzymalismy nastepujace wartosci statystyki T:

Kl: T=44 K2: T=52 K3: T=-6.0

W tym przypadku, podobnie jak w pierwszym przykladzie, otrzymujemy wniosek,
ze w sytuacji gdy mozna korzysta¢ z catosci danych na kazdym etapie, procedura
oparta na estymatorze dis i przedstawiona w kryterium K2 jest najlepsza. Jednak
oczywiscie w rozwazanej tutaj sytuacji jest to niemozliwe - ilos¢ danych rosnie
nieograniczenie i to w szybkim tempie. Zatem problem wymaga estymacji istotnie
adaptacyjnej, a wtedy, jak widzimy, procedura zaproponowana w tej pracy ma
bardzo wyrazna przewage.

Podsumowanie

Jak widzimy, przydatno$¢ proponowanej metody estymacji adaptacyjnej zalezy
od charakteru problemu rzeczywistego (i zwigzanego z tym charakteru danych
generowanych przez ten problem). Wskazane jest wiec, by zaproponowang meto-
dologie badan symulacyjnych przeprowadza¢ na rzeczywistych danych w kazdym
konkretnym przypadku ewentualnych zastosowan wskazanych metod estymac;ji.
Pozwoli to przekona¢ sie, czy w danym przypadku warto i nalezy stosowa¢ propo-
nowana adaptacyjna metode estymacji. Jak wskazuja wyniki tutaj przedstawione,
metoda analizowang w tej pracy jest metoda konkurencyjna i w wielu sytuacjach
rzeczywistych na pewno wartg implementacji.
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